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写 在 前 面 


在 数学 中 有 不 少 难 题 ， 由 于 构思 巧妙 ， 内 容 精 彩 有 趣 ， 
象 颗 颗 珍珠 内 浪 着 人 类 智慧 的 光彩 ， 记 载 到 各 种 数学 书籍 
中 ， 承 前 启 后 ， 世 代 相 传 ， 千 百年 来 磨炼 着 无 数 数学 爱好 者 


的 毅力 和 才华 .这 些 难题 ， 真 是 千 奇 百 巧 ， 琳 琅 满 且 . 当 人 们 . 


真正 进入 这 座 数 学 迷宫 时 ， 就 会 发 现 才 智 的 蓓 蔓 一 朱 朵 烂 焊 
地 开放 ， 就 会 使 人 们 产生 巨大 的 毅力 和 信心 ， 就 会 感到 充满 
了 幸福 和 浓厚 的 乐趣 ， 就 会 感到 数学 是 时 刻 离 不 开 的 良 师 益 
友 . 因 为 这 门 科学 不 仅 有 巨大 而 广泛 的 实用 价值 ,而 且 正如 一 
些 诗 人 和 数学 家 说 的 ，“ 在 数学 里 面 ， 甚 至 还 有 象 诗 画 那样 
美丽 的 境界 .” 它 是 一 门 十 分 需要 想象 力 和 创造 力 的 科学 ,对 
人 们 知识 的 发 展 、 推 理论 证 能 力 的 培养 、 探 求 真理 习惯 的 养 
成 ， 作 用 极 大 .加 里 宁 说 ，“ 因 为 数学 可 以 使 人 们 的 思想 纪律 
化 ， 能 教会 人 们 去 合理 地 思维 着 ， 无怪 平 人 们 说 数学 是 锻炼 
思想 的 体操 . ”加里 宁 ，《 论 共产 主义 》) 在 这 本 小 册子 中 ， 
读者 就 会 看 到 ， 十 九 世纪 的 俄罗斯 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 在 当 
年 是 如 何 得 到 “通过 直线 外 的 一 点 能 够 引出 它 的 两 条 不 同 的 
平行 线 ” 的 命题 .这 种 思维 既 不 是 任何 艺术 的 夸张 所 能 达到 
的 ， 也 不 是 任何 一 个 没有 经 过 数学 训练 的 人 所 能 设想 或 接受 
的 .然而 ， 根 据 这 条 被 称 为 “罗氏 公理 ”而 发 展 起 来 的 《 非 欧 
几何 学 》 却 是 一 个 已 被 各 门 科学 ， 特 别 是 物理 学 所 证 实 了 的 





更 符合 于 客观 世界 的 事实 . 

在 二 十 世纪 的 今天 ， 数 学 已 是 一 门 领域 非常 广阔 、 内 容 
极为 丰富 、 系 统 十 分 庞大 的 学 科 ， 已 是 人 类 认识 客观 世界 的 
一 个 重要 工具 ， 是 各 门 科学 所 不 可 缺少 的 一 件 强 有 力 的 武 
器 . 

”因此 ， 每 一 个 中 学 生 ， 每 一 个 青少年 ， 都 应 该 立志 学 好 
数学 ， 增 强 克服 困难 的 勇气 ， 培 养 独 立 思 考 的 习惯 ， 提 高 自 
己 分 析 问题 和 解决 问题 的 能 力 ， 这 样 才 能 为 无 产 阶 级 革命 事 
业 、 为 实现 四 个 现代 化 贡献 力量 . 但 是 ， 要 学 好 这 门 重要 课 
程 ， 必 须 适当 阅读 一 些 课外 读物 ， 藉 以 扩大 数学 的 知识 领 
域 ， 了 解数 学 理论 的 来 龙 去 脉 ， 对 于 牢固 地 掌 担 课 内 所 学 的 
基础 知识 是 颇 有 益处 的 . : : 

在 这 个 小 册子 中 ， 虽 然 介绍 了 德国 著名 数学 家 高 斯 (17 
77 一 1855 年 ) 在 学 生 时 代 , 由 于 用 尺 规 作 出 了 正 十 七 边 形 而 立 
志 终 身 从 事 数 学 研究 工作 ， 以 及 我 国 著名 的 青年 数学 家 陈 景 
润 由 于 在 中 学 时 代 听 教 师 讲 了 哥 德 巴赫 猜想 而 立志 要 摘 下 这 
颗 皇 冠 上 的 明珠 ， 但 是 ， 并 非 要 引导 广大 青年 都 去 抠 这 些 难 
题 . 要 知道 , 认识 是 无 止境 的 .数学 中 除了 这 些 难 题 外 ,还 有 大 
量 没 被 认识 的 问题 ， 要 认识 或 解决 某 一 个 问题 ， 同 样 需要 有 
顽强 的 毅力 和 刻苦 钻研 的 精神 .如 果 广 大 读者 看 完 它 ,能 认识 
到 正 是 由 于 一 个 一 个 难题 的 研究 和 解决 ， 才 创造 出 来 许 许多 
多 的 数学 方法 ， 开 拓 出 一 个 又 一 个 新 颖 的 数学 分 支 ， 而 受到 
启发 和 鼓舞 ， 这 才 是 笔者 的 真实 用 意 ， 

在 笔者 成 稿 和 多 次 修改 的 过 程 中 ， 得 到 吉林 大 学 数学 系 
徐 利 治 教授 的 热情 鼓励 和 帮助 . 朱 柯 页 、 李 国 相 、 王 振 国 、 李 
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开 城 、 耿 洪江 等 同志 ， 也 在 百 忙 中 看 了 书稿 ， 并 提出 不 少 宝 
贵 的 修改 意见 . 仅 向 他 们 致 以 衷心 的 谢意 ， 

由 于 笔者 水 平 所 限 ， 资 料 占有 不 多 ， 错 误 在 所 难免 ， 希 
望 读者 批评 指正 . 


张 ” 禾 
1980 年 5 月 于 长 春 





一 ”漫谈 尺 规 作 图 三 大 难题 


同学 们 一 开始 学 习 《平面 几何 学 》， 直 尺 和 圆规 就 成 了 
亲密 伙伴 ， 利 用 它们 就 可 以 作出 各 式 各 样 的 几何 图 形 . 
如 果 仅 仅 运 用 直 尺 和 圆规 ， 根 据 某 些 已 知 条 件 ， 求 作 一 


个 几何 图 形 ， 这 就 叫做 尺 规 作 图 问题 ， 也 叫做 几何 作 图 和 间 


题 . 

几何 作 图 问题 ， 对 发展 学 生 的 智力 是 有 益 的 ， 在 这 一 节 
里 我 们 想 通过 古代 尺 规 作 图 三 大 难题 的 故事 ， 向 读者 介绍 尺 
规 作 图 的 解析 准则 〈 或 者 称 为 判别 法 》 ， 


古代 尺 规 作 图 三 大 难题 的 故事 


在 上 十 时 代 ， 大 约 纪 元 前 五 世纪 时 ， 人 们 就 提出 ， 既 然 
一 个 线段 可 以 三 等 分 ， 那 么 一 个 角 能 不 能 三 等 分 呢 ? 显然 ， 
所 给 的 角 要 是 90" 或 者 是 180"*， 用 尺 规 三 等 分 是 极 为 容易 
的 . 所 谓 三 分 角 问题 ， 就 是 说 任意 给 定 一 个 角 ， 作 图 工具 仅 
限于 直 尺 和 圆规 ， 问 能 不 能 将 这 个 角 三 等 分 。 这 是 历史 最 为 
长 入 ， 流 传 最 为 广泛 的 一 个 几何 作 图 问题 ， 两 千 多 年 来 ， 不 
断 有 人 在 这 个 题目 上 花费 时 间 . 如 1936 年 8 月 18 日 《北京 苦 
报 》 上 曾经 发 表 了 一 条 消息 说 :郑州 铁路 站 站 长 汪 君 ， 耗 费 


了 14 年 的 精力 ， 终 于 解决 了 三 分 角 问 题 ， 并 将 作法 寄 往 和 从 . 
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国 ， 颇 引起 国内 外 人 十 的 注意 ， 可 是 不 久 ， 就 有 许多 人 陆续 
地 指出 他 的 作法 是 错误 的 ，1966 年 以 前 ， 中 国 科学 院 数 学 研 
究 所 每 年 都 接 到 不 少 “ 解 决 三 分 角 问 题 ” 的 来 稿 ， 可 是 每 稿 
都 有 错误 ， 后 来 只 好 在 《数学 通报 》 上 发 表 启 事 ， 让 人 们 不 
要 和 白白 浪费 时 间 去 解 这 个 不 可 解 的 几何 作 图 题 . 三 等 分 任意 
一 个 角 是 不 可 解 的 ， 这 一 事实 早 在 一 百 四 十 年 前 ， 人 们 就 清 

- ” 楚 了 . 当然 读者 要 问 ， 为 什么 不 可 解 呢 ? 为 了 叙述 上 的 方 
便 ， 关 于 “不 可 能 性 ”的 证 明 思 想 ， 放 在 后 面 来 讲 . 

第 二 个 作 图 难题 是 倍 立 方 问题 ， 就 是 要 求 作 一 个 立方 
体 ， 使 其 体积 等 于 已 知 立方 体 体积 的 两 倍 ， 关 于 这 个 问题 的 
提出 ， 曾 经 有 过 这 样 一 个 有 趣 的 传说 ， 远 在 纪元 前 四 世纪 的 
十 希腊 ， 辣 疫 流行 ， 到 处 死人 ， 无 法 解除 ， 有 人 便 请 教 当时 
唯心 主义 的 哲学 家 柏拉图 .他 便 许愿 说 ，“ 将 袋 利 亚 神 庙 的 
立方 体 夭 坛 扩大 一 倍 来 祈求 神 的 宽 敖 .这样 ， 把 神 的 怒气 平 
下 去 ， 辣 疫 也 就 消灭 了 ，” 因 此， 人们 就 将 祭坛 的 各 楼 延长 
一 倍 ， 重 新 建造 了 这 个 祭坛 . 结果 辣 疫 照常 流行 ， 当 再 次 请 
教 柏拉图 了 时， 柏拉图 看 了 新 建 的 祭坛 后 说 ，“ 所 造 的 新 祭坛 

~ 比 原来 的 集 坛 扩大 了 八 倍 ， 而 不 是 一 倍 ， 所 以 不 能 解除 病 疫 
的 流行 。” 人 们 为 了 解除 灾难 ， 便 千方百计 地 想 办 法 ， 如 何 
造 出 一 个 新 的 祭坛 ， 使 它 的 体积 恰好 是 原来 的 祭坛 的 两 倍 . 
这 样 就 禾 动 了 当时 希腊 的 数学 界 . 所 以 倍 立方 问题 又 以 “ 灌 
利 亚 神 问题 ”相传 . 

传说 未 见得 是 真 ， 但 数学 问题 却 是 千 真 万 确 的 ， 显 然 ， 
从 代数 的 观点 来 看 ， 若 设 原 立方 体 祭 坛 的 楼 长 为 ec ， 新 立方 
体 和 祭坛 的 棱 长 为 x， 则 倍 立 方 问题 即 可 表示 为 代数 方程 
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Xs 一 20 
不 妨 设 a= 1 ， 则 问题 变 为 三 次 方程 x* = 2 的 求解 问题 ， 显 


然 ， 此 方程 的 唯一 正 实 根 为 x= 以 3. 因此 ， 取 定 一 个 线 
段 ， 把 它 看 作 “ 单 位 长 ”《 即 规定 其 长 度 为 1 ) ， 那 么 ， 只 
要 我 们 能 用 直 尺 和 圆规 ， 作 出 一 条 线段 之 长 为 & 2 ， 那 就 能 
作出 一 个 二 倍 于 单位 立方 体 来 ， 然 而 ， 这 也 是 不 可 能 的 . 为 
什么 又 是 不 可 能 呢 ? 还 是 让 我 们 在 后 面 统 一 向 读者 说 明理 由 
吧 ， 

第 三 个 尺 规 作 图 难题 就 是 圆 化 方 问题 ， 即 要 求 作 一 个 正 . 
方形 ， 使 其 面积 等 于 一 个 已 知 圆 的 面积 ， 设 正方 形 的 边 长 为 
x， 贺 的 半径 为 >， 则 圆 化 方 问题 即 可 表示 为 代数 方程 

3 一 区 人 
不 妨 设 + = 1 ， 则 圆 化 方 问题 变 为 xz = r 的 方程 是 否 有 正 实 
根 的 问题 ， 也 就 是 依靠 直 尺 和 圆规 作出 一 条 线段 ， 使 它 的 长 
度 等 于 r ， 由 此 可 见 ， 圆 化 方 的 问题 和 r 值 的 计算 问题 是 
紧密 联系 在 一 起 的 ， 圆 化 方 的 问题 虽然 在 古 希 腊 数 学 史上 出 
现 得 最 旱 ， 但 是 ， 却 没有 有 意识 地 去 寻求 < 值 的 计算 ， 在 我 
国 古代 ， 对 于 r 值 的 研究 和 计算 ， 却 有 着 光荣 而 悠久 的 历 
史 ， 伟 大 的 数学 家 祖冲之 (429 一 500 年 ) 对 7 值 的 研究 和 计 
算 有 很 大 的 贡献 ， 远 在 公元 460 年 他 就 求 出 的 值 是 : 
3.1415926<T<3.1415927 . 
当时 祖冲之 为 了 便于 人 们 使 用 ， 还 确定 出 用 两 个 比较 精密 的 


分 数 生 作为 约 率 ，388 作为 密 率 ， 这 是 祖冲之 继 我 国 古 代 另 
一 位 数学 家 刘 徽 的 割 回 术 之 后 ， 对 < 值 的 计算 工作 的 重要 发 
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展 ， 它 成 为 古代 数学 史上 光辉 的 一 页 . 当然 ， 现 在 有 了 电子 
计算 机 ， 要 算出 x 值 的 上 千 万 位 都 是 轻而易举 的 事 ， 可 是 在 
公元 五 世纪 ， 计 算 工 具 非 常 落后 的 情况 下 ， 祖 冲 之 能 算出 这 
样 准确 的 结果 ， 需 要 付出 何等 艰巨 的 劳动 啊 ! 德国 数学 家 奥 
托 于 公元 1573 年 才 获 得 这 个 近似 数值 ， 比 祖冲之 晚 了 一 千 一 
百 多 年 . 也 就 是 说 外 国人 直到 公元 十 六 世纪 ， 在 x 值 的 计算 
上 上， 才 超 过 祖冲之 的 研究 成 果 ， 由 此 可 以 看 出 祖冲之 这 一 光 
辉 成 就 的 世界 意义 ， 也 可 以 看 到 我 们 伟大 祖国 古代 的 数学 已 
经 发 展 到 相当 高 的 水 平 . 

关于 贺 化 方 问题 ， 早 在 公元 前 古 埃及 的 数学 家 曾 得 到 这 


样 一 个 结论 ， 即 “如 果 正方 形 的 边 长 等 于 圆 的 直径 的 了 时 ， 


则 它们 的 面积 相等 ?”， 当然， 在 今天 看 来 这 个 结论 是 错误 
的 . 但 在 远古 时 代 能 得 到 这 样 的 近似 值 ， 还 是 令 人 惊奇 的 . 
这 就 是 加 化 方 问题 最 早 的 研究 成 果 . 据 传说 ， 埃 及 人 是 用 纯 
经 验 的 方法 得 到 这 个 结果 的 .如 图 1-1， 埃 及 人 是 在 圆 和 边 
长 等 于 圆 的 直径 的 正方 形 上 铺 上 一 层 种 子 ， 再 分 别 计 算 这 两 
个 图 形 上 
种 子 的 粒 
数 ， 知道 
正方 形 上 
种 子 的 粒 
数 开 始 时 
一 定 比 图 
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图 1 一 1 











上 的 多 .然后 逐步 缩短 正方 形 的 边 长， 并 且 重 复 这 样 的 试 
圣 ， 最 后 得 出 结论 ， 只 有 当 正 方形 边 长 等 于 圆 的 直径 的 


全 时 ， 正 方形 上 种 子 的 粒 数 才 等 于 加 上 种 子 的 粒 数 ， 即 通过 


这 样 试验 的 方法 得 到 当 正方 形 的 边 长 等 于 图 的 直径 的 时 ， 


该 二 图 形 的 面积 相等 ， 当然， 这 只 是 个 精确 度 很 差 的 近似 等 
式 . 讲 到 这 里 ， 读 者 还 要 问 : 圆 化 方 问 题解 决 没 解决 呢 ? 能 
不 能 解决 呢 ? 答案 还 是 不 能 解 . 为什么? 待 读者 看 完 下 面 一 
段 后 ， 自 然 就 明白 了 . 


能 不 能 解 ， 一 看 就 知道 


从 上 述 三 个 尺 规 作 图 难题 的 故事 中 ， 我 们 看 到 人 们 为 了 
寻找 这 三 个 问题 的 答案 ， 走 过 了 多 么 艰难 曲折 的 路 程 啊 ! 用 
的 时 间 是 一 千 多 年 ， 花 费 的 精力 之 大 也 是 无 法 统计 的 . 从 
而 ， 使 我 们 想到 ， 能 不 能 给 出 一 个 解析 判别 法 ， 根 据 已 知 条 
件 判 别 一 下 ， 能 解 还 是 不 能 解 ， 一 看 就 知道 ， 免 得 我 们 再 遇 
到 此 类 问题 时 走 弯 路 .当然 这 是 不 成 问题 的 . 

每 一 个 平面 几何 作 图 题 ， 都 可 以 放 到 坐标 平面 上 来 考 
虑 . 事实 上 ， 这 只 要 在 平面 上 引进 坐标 系 就 可 以 了 . 

平面 几何 作 图 题 总 是 要 求人 们 去 作出 一 些 线段 ;或 者 去 
定 出 一 些 点 的 位 置 ， 因 为 点 的 位 置 都 可 用 坐标 来 确定 .所 以 
归根 结 底 ， 作 图 题 无 非 是 要 求人 们 去 作出 具有 某 种 长 度 的 线 
段 .当然 ， 每 两 个 坐标 点 联结 起 来 也 就 确定 一 条 线段 .因此 又 
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可 以 说 ， 儿 何 作 图 归根 结 底 无 非 是 要 求 定 出 某 些 坐 标点 . 
在 平面 几何 作 图 题 里 ， 总 可 以 把 一 条 已 知 线段 (或 给 定 

的 某 一 线段 〉》 当 作 “ 单 位 长 线段 ”, 就 是 说 ， 把 已 知 线 段 作 

为 长 度 是 1 的 线段 .于 是 利用 尺 规 作 图 ， 很 容易 将 该 线段 4 等 


分 ， 从 而 求 得 长 为 一 的 线段 再 将 此 线段 倍 ， 又 可 得 到 


长 为 二 的 线段 .总 之 ， 一 切 以 有 理 数 为 长 度 的 线段 都 可 以 作 


出 来 . 往 下 我 们 把 点 的 坐标 或 线段 长 度 都 简称 为 “几何 量 ”. 

设 r 为 任 一 正 有 理 数 ， 则 以 平 
方 根 Wr 为 长 度 的 线段 也 可 以 作 
出 来 .事实 上 ， 如 图 1 一 2 所 示 ， 利 
用 1 +y 为 直径 作 半 圆 、 从 线 段 连 
一 接点 引 垂 线 交 圆周 于 Q， 则 


1 PQ =Y r .由 此 看 来 ， 一 切 以 正 
有 理 数 的 平方 根 为 长 度 的 线段 都 可 用 尺 规 作出 来 ， 
反复 利用 上 述 手续 ， 可 见 以 hb 7 ，& 7 ，.… 为 长 麻 
的 线段 也 都 可 以 作出 来 .一 般 说 来 , 只 要 是 内 有 理 数 经 过 有 限 
多 次 “加 、 减 、 乘 〈 乘 方 ) 、 除 、 开 平方 ”五 则 运算 得 出 的 
数量 ,都 可 以 用 尺 规 作 出 以 这 些 数量 为 长 度 的 线段 来 .因此 ， 
这 些 数量 就 可 以 叫做 “可 作 图 几何 景 ”. 例 如 下 面 的 数量 


Q_ 
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这 个 数量 为 长 庭 的 线段 来 . 若 用 ae、2%、c 表 示 已 知 线段 ， 天 表 
示 自 然 数 ， 下 面 一 些 简 单 式 子 所 表示 的 都 是 “可 作 图 几何 
量 ” : 


(1) a+b; (2) a~b(a>b); (3) Ka; (4) Fa 


(5) - 2 (6) v 亏 ， (7) az+b yy (8》 az 一 如 
co . 

这 些 式 子 所 表示 的 几何 作 图 题 ， 都 是 大 家 熟知 的 平面 几何 中 
的 作 图 题 . (1)、(2) 是 作 两 线段 的 和 与 差 (3)、(4) 是 作 两 
线段 的 倍 和 量 和 分 量 ;， (5) 是 作 已 知 三 线段 的 第 四 比例 项 ，(6) 
是 作 两 已 知 线段 的 比例 中 项 : (7) 是 作 直 角 三 角形 的 斜 边 ， 
(8) 是 作 直 角 三 角形 的 直角 边 . 为 了 使 读者 便于 理解 “可 作 图 
几何 量 ”， 我 们 再 举 一 个 例子 ， 

已 知 线段 KK 、a， 


求 作 线段 x, 使 * = 全 一 全 
分 析 ; 因为 2 一- Ye- (3) 。 
令 =， 即 y-YS-Vx.® 


从 而 知道 y 线 段 是 开 和 与 两 条 线段 的 比例 中 项 ， 所 以 y 线段 





可 以 作出 来 .> 线段 、 了 线段 作出 后 于 所 求 的 x 线 段 就 可 以 作出 


来 . 
10 


人 作法 : 如 图 1 一 3 截 
， AH = 全， HB=K,LMAB 





D A 为 直径 作 半 圆周 ， 再 以 刀 为 

“ 重 足 作 刀 DLL 48 ,与 半圆 周 

交 于 DD 则 及 D = yy .再 以 

AH KH 8B HD= C 屯 为 直径 作 半圆 
图 1 一 3 CFE 以 C 点 为 中 心 ， 以 


2 为 半径 男 弧 与 半圆 交 于 已 ， 连 搂 CF， 巨 严 . 则 FE 即 为 所 


我 们 知道 ， 直 尺 和 圆规 的 作用 是 :前 者 可 以 通过 两 个 定 
点 引 | 直线 〈 作 线段 ) .后 者 可 以 用 定点 为 忠心 ， 用 定 长 为 半 
径 画 圆周 . 尺 规 作 图 的 基本 步骤 无 非 就 是 利用 这 样 三 种 方式 ， 
(1》 直线 与 直线 相交 ， (2) 直线 与 圆 相 交 ，(3) 圆 与 贺 相 
交 ， 去 确定 一 些 点 的 位 置 〈 坐 标点 》 . 

所 以 ， 从 解析 几何 的 观点 看 ， 尺 规 作 图 的 过 程 就 是 ， 从 
预先 给 定 的 一 些 可 作 图 几何 量 开 始 ， 反 复 利 用 上 述 三 种 求 交 
点 的 方式 ， 去 定 出 一 些 待 求 的 坐标 点 位 置 和 所 需要 的 某 种 几 
何 量 〈 线 段 ) . 

既然 作为 已 知 条 件 的 预先 给 定 的 几何 量 〈 线 段 或 点 的 坐 
标 ) 都 是 些 可 作 图 几何 量 ， 所 以 表现 出 来 的 直线 方程 〈 一 次 
方程 ) 与 圆周 方程 〈 二 次 方程 ) 的 系数 也 都 是 一 些 可 作 图 几 
何 量 ， 求 交点 无 非 是 解 方程 组 ， 而 无 论 是 解 一 次 方程 组 或 者 
二 次 方程 组 ， 只 须 用 到 五 则 运算 (+、-、x、+、w ) 
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一 一 一 一 一 
7 .mi 和 一 本 -rrcmnerc 一 


就 够 了 .因此 通过 尺 规 作 图 过 程 最 后 所 能 得 出 的 几何 数量 ， 
仍然 只 能 是 一 些 可 作 图 几何 量 . 

上 上面 的 分 析 使 我 们 得 出 尺 规 作 图 题 的 解析 判别 法 ， 

要 浏 渐 一 个 平面 几何 上 的 尺 规 作 图 题 是 否 可 作 ， 只 要 分 
盾 一 下 所 要 确定 的 几何 晤 是 否 为 “可 作 图 儿 何 景 ?就行 了 ， 

这 个 尺 规 作 图 解析 判别 法 ， 是 1638 年 法 国 数 学 家 笛 卡 儿 
创立 了 《解析 几何 学 》 后 ， 于 1837 年 才 获 得 的 .随后 从 否 定 
方面 解决 了 三 分 角 问 题 和 倍 立方 问题 .关于 圆 化 方 问 题 ， 直 
到 1882 年 德国 数学 家 林 德 曼 证 明了 x 和 rr 都 是 超越 数 〈 即 
它 不 可 能 是 某 个 整 系数 代数 方程 的 根 ) 。 当 然 它们 不 属于 
“可 作 图 几何 量 ” 的 范围 .所 以 阅 化 方 问题 也 是 尺 规 作 图 所 无 
法 解决 的 问题 . 

从 这 个 尺 规 作 图 判别 法 可 以 看 到 ， 如 果 能 把 作 图 问题 的 

代数 方程 列 出 来 ， 能 解 不 能 解 ， 一 看 就 知道 .例如 当 我 们 得 
到 这 个 判别 法 后 ， 倍 立方 问题 和 圆 化 方 问题 的 ^ 不 可 能 性 ?， 
一 看 就 知道 了 .下 面 我 们 再 给 出 三 分 角 问题 的 代数 方程 ， 

设 已 知 角 的 三 分 之 一 为 g， 则 已 知 角 为 3x .我们 取 它 的 
余 荡 (或 者 正 颖 ) ， 根 据 平 面 三 角 学 的 三 倍 角 公式 有 

cos3Q = 4cossa 一 3cosSa 
令 2cos3au = m，2cosa =x .我 们 得 到 
2 一 3x 一 和 =0 

容易 看 到 ， 这 就 是 三 分 角 问 题 的 代数 方程 .这 个 方程 的 
根 x， 一 旦 能 用 尺 规 作 图 作出 来 ， 则 和 a 的 大 小 就 可 以 用 尺 
规 作出 来 .然而 ， 这 个 代数 方程 对 于 任意 给 定 的 已 知 角 ， 它 
的 根 x 并 不 能 表示 成 “可 作 图 几何 量 ”， 因 此 三 分 角 问 题 用 
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尺 规 作 图 解法 是 不 能 解 的 . 


柏拉图 为 啥 要 限制 作 图 工具 呢 ? 


古代 尺 规 作 图 三 大 难题 所 以 难 ， 就 难 在 作 图 工具 只 能 用 
直 只 和 圆规 上 .如果 作 图 工具 不 加 限制 ， 那 么 这 三 个 问题 都 
很 容易 解决 .我 们 以 最 困难 的 圆 化 方 问题 为 例 , 如 图 1 一 4， 
设 已 知 疼 的 半径 为 "， 则 它 的 面积 为 xr*。 我 们 用 泥土 作 一 个 
正 回 柱 ， 使 其 下 底 与 已 知 癌 等 积 ， 高 为 ， 然 后 ， 把 这 个 加 ® 
柱 在 平面 上 滚 一 周 ,在 平面 上 就 滚 出 一 个 矩形 . 它 的 长 为 2rr， 
宽 为 .因为 了 "27r= xr?， 所 以 ， 这 个 矩形 的 面积 与 圆 的 面 
积 是 相等 的 . 从 而 ， 问 题 就 变 为 求 作 一 个 正方 形 与 此 矩形 具 
有 相等 的 面积 .这 显然 是 容易 办 到 的 . 


ED: | 现在 我 们 认为 ， 这 种 限制 没 
ye 有 必要 了 ， 作 图 时 可 以 使 用 任何 

3YC 1]LI 具 ， 只 要 作法 正确 就 行 . 然 
| 而 ， 如 果 古 代 希 腊 数 学 家 柏拉图 

—— 及 其 学 派 ， 不 做 这 样 限制 ， 那 么 
关于 这 三 个 难题 的 许 许多 多 的 讨 

图 1 一 4 论 和 探索 也 就 不 会 发 生 . 因而 也 


许 就 不 可 能 导致 数学 里 许 许多 多 新 的 方法 、 新 的 领域 的 建 
立 ， 可 以 这 样 阅 ， 和 希腊 几何 学 家 所 发 明 的 新 定理 和 方法 ， 差 
不 多 都 是 因为 要 解决 这 三 个 问题 而 引出 来 的 ， 柏 拉 图 及 其 学 
派 作 这 和 补 限制 的 历史 意义 ， 也 就 在 于 此 了 。 
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从 第 卡 儿 创 建 《 解 析 几 何 学 》 开 始 ， 到 尺 规 作 图 解析 判 
别 法 的 获得 ， 我 们 还 可 以 看 到 :， 一般 数 学 方法 的 获得 ， 远 比 
解决 一 个 具体 问题 重要 得 多 . 正 是 由 于 用 代数 方程 来 研究 几 
何 问题 的 新 方法 的 出 现 , 尺 规 作 图 解析 判别 法 才能 产生 .这 就 
说 明 ， 我 们 在 研究 数学 问题 时 ， 不 仅 要 一 个 问题 一 个 问题 地 
去 探讨 ， 更 要 注意 学 习 和 研究 处 理 数 学 问题 的 新 方法 . 这 也 
是 学 好 数学 的 一 条 重要 途径 。- 
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二 分 圆 问题 和 数学 家 局 ; 


什么 叫 分 圆 问 题 呢 ? 这 还 是 一 个 仅 用 直 尺 和 圆规 将 已 知 
圆周 n 等 分 的 几何 作 图 题 . 粗心 的 人 可 能 会 说 ，“ 这 有 什么 
好 研究 的 ， 在 中 学 平面 几何 中 ， 将 圆周 三 等 分 、 四 等 分 、 五 
等 分 、 六 等 分 ， 我 们 都 作 过 ， 那 是 极为 简单 的 几何 作 图 题 .” 
是 的 ， 这 些 分 圆 问题 的 特例 是 很 简单 的 尺 规 作 图 题 .而 且 ,不 
仅 如 此 ， 人 们 很 早 就 能 利用 尺 规 将 已 知 圆 周 2* 等 分 (其 中 
n 之 2 正 整数 ) 、3.2* 等 分 .5:2* 等 分 (其 中 n 是 0 或 正 整数 )， 
并 且 相 应 地 作出 加 内 接 正 2* 角 形 、 正 3.2" 角 形 、 正 5'2" 角 形 . 
从 等 于 圆周 六 分 之 一 的 弧 中 ， 去 掉 等 于 圆周 十 分 之 一 的 弧 ， 
利用 剩 下 的 缴 长 就 能 作出 正 十 五 角形 ， 即 能 作出 内 接 正 十 五 
角形 ， 于 是 ,我 们 又 能 作出 圆 内 接 正 三 十 角形 ,正六 十 角形 ， 
及 一 般 形 式 ， 正 15.2* 角 形 . 然而 ， 事 情 并 非 如 此 简单 .细心 
的 人 ， 马 上 就 会 想到 ， 上 述 分 图 问 题 ， 只 不 过 是 讨论 了 将 国 
周三 、 四 、 五 、 六 、 八 、 十 、 十 二 ,十 五 … 等 分 .仍然 还 是 一 
些 特例 .我 们 不 禁 要 问 ;“ 利 用 尺 规 能 将 已 知 圆周 七 、 十 一 .十 
三 、 十 七 … 等 分 吗 ? ”特别 是 : 

当 任意 给 定 一 个 正 整数 W， 是 否 总 能 利用 尺 规 ， 将 已 知 
圆周 等 分 ， 并 且 相 应 地 作出 加 内 接 正 N 边 形 呢 ? 

这 个 尺 规 作 图 难题 ， 在 两 千 多 年 的 岁月 中 ， 不知 有 多 少 
人 ， 进 行 过 多 少 次 的 尝试 ,都 失败 了 .正当 人 类 的 智慧 受到 严 


15 





Me re 





重 考验 时 ，1796 年 正在 德国 哥 廷 根 大 学 求学 的 ， 年 仅 19 岁 的 


高 斯 (1777 一 1855 年 ), 秦 动 了 当时 整个 的 数学 界 . 他 成 功 地 
找到 了 仅 用 尺 规 作 正 十 七 边 形 的 方法 ， 五 年 之 后 ， 他 又 证 明 
了 下 面 这 样 的 定理 ， 
凡 边 数 是 2: + 1 形状 的 费 尔 马 素数 的 圆 内 接 正 多 边 形 
必 能 用 尺 规 作 图 .可 以 把 这 个 定理 称 为 高 斯 判别 法 ， 即 
圆 内 接 正 和 N 边 形 可 以 用 尺 规 作 图 的 ， 只 要 将 N 这 个 数 分 
解 质 因数 后 仅仅 只 含有 (1) 彼 此 互 异 的 形状 为 2 +1 的 质 因 


数 ; (2) 2 的 正 整 数 次 需 . 反 之 ， 如 果 六 不 是 这 样 的 正 整数 ， 
就 不 能 用 尺 规 作出 正 入 边 形 . 


这 里 特别 应 该 说 明 的 ，2: +1 是 费 尔 马 数 ， 而 费 尔 马 数 
并 非 都 是 素数 .例如 n= 5 时 
AN = 22 t+ 1 =4294967297 =641x6700417, 


同时 ， 当 n> 5 时 ，2: + 1 所 表示 的 数 中 ， 有 素数 ， 也 
有 合 数 .因此 ， 高 斯 的 这 个 判别 法 又 可 以 理解 为 ， 凡 等 分 数 
为 2”+ 工 所 表示 的 素数 ， 尺 规 作 图 能 解 ， 其 它 的 素数 及 
其 乘 震 则 皆 不 可 解 .根据 高 斯 判别 法 ， 边 数 不 超 过 100 的 正 多 
边 形 中 ， 只 有 24 个 可 用 尺 规 作 图 ， 其 余 74 个 均 无 解 .如 正 3、 
4、5、6、8&8、10、12、15、16、17、20 边 形 等 都 可 以 用 
尺 规 作出 ,而 正 7 、9 、11、13、14、18、19 边 形 等 却 不 行 ， 
因为 虽然 它们 都 为 素数 ， 但 不 能 表示 为 2%+ 1 的 形状， 所 
以 ， 都 不 可 解 . 
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由 于 理论 推 帝 . 上 较 复 杂 ， 涉 及 的 数学 知识 也 很 多 ， 这 里 
仅仅 介绍 高 斯 的 作 图 方法 而 不 加 证 明 ， 高 斯 的 几何 作 图 法 如 


[ 如 





(1) 在 单位 图 O 中 , 作 互 相 甜 直 = 直径 A41B1/、DiC1 为 从 
标 轴 . 
(2) 作 OB= -一 . 


(3) 以 B 为 圆心 ，BD1 为 半生 画 弛 交 横 轴 于 C 和 C’， 


(4) 分 别 以 C'、C 为 圆心 ， 以 C'D1、CDI 为 半径 画 颖 交 
横 轴 于 D’、D. 


(5) 以 A1D 为 直径 作 圆 交 ODi 于 F. 
(6) 以 严 为 圆心 ，3 OPD' 为 半径 画 绝 交 横 轴 于 天， 
47) 以 K 为 圆心 ， 天 五 为 半径 画 半 拉 交 横 轴 于 日 、H. 
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(8〉 过 O 玉 中 点 LIL 作 横 轴 的 垂 线 交 0O 于 4; 和 A1;， 则 4 
4; 即 正 十 七 边 形 之 一 个 边 的 长 . 

(9) 以 A14; 从 4,; 开 始 连 续 截取 单位 阅 周 得 A,、A,、 4A;、 
Aio 各 分 点 ， 并 用 直 尺 顺 次 连接 各 分 点 即 得 正 十 七 边 形 . 

于 是 ， 年 轻 的 数学 家 高 斯 ， 用 代数 的 方法 解决 了 这 个 几 
何 难题 ， 不 仅 第 一 次 作出 了 正 十 七 边 形 ， 更 为 重要 的 贡献 
是 ， 成功 地 给 出 了 正 入 边 形 作 图 可 能 性 的 判别 方法 . 

1832 年 ， 德 国 另 一 位 数学 家 力 西 罗 ， 用 了 八 十 张 的 大 
纸 ， 给 出 了 正 257 边 形 的 完善 作法 .后 来 盖 尔 美 斯 耗费 了 十 年 
心血 ， 按 着 高 斯 的 方法 ， 作 出 了 正 65537 边 形 . 他 的 手稿 占用 
了 整整 一 只 大 手提 箱 . 

分 圆 问题 是 个 几何 作 图 的 问题 ， 而 2 + 1 是 否 表示 一 个 
素数 ， 则 是 个 数论 方面 的 问题 .这 两 者 间 怎 么 能 发 生 联系 呢 ? 
似乎 是 不 可 思议 的 .然而 ， 我 们 越 是 这 种 感觉 强烈 ,就 越 能 说 
明 当 时 高 斯 的 发 现 是 何等 信人 ， 他 不 仅 出 色 地 解闷 了 两 千 多 
年 来 遗留 下 来 的 一 个 几何 作 图 难题 ， 而 且 找 出 了 “几何 学 ? 
与 “数论 ”这 两 个 不 同学 科 之 间 的 微妙 联系 . 这 种 善于 在 不 
同 领域 内 寻找 它们 的 共同 规律 的 思考 方法 ， 是 值得 我 们 认真 
学 习 和 大 力 提倡 的 .特别 是 在 当今 科学 的 发 展 进程 中 ,这 种 倾 
向 非常 明显 . 它 不 受 代数 .几何 、 微 积分 、 拓 扑 、 范 数论 、 微 
分 方程 等 等 分 科 的 限制 ， 也 不 受 数学 、 物 理 、 化 学 、 生 物 等 
等 学 科 的 限制 ， 而 是 综合 运用 各 种 理论 和 方法 的 积累 去 研究 
一 些 共同 的 规律 性 的 问题 ,进而 发 展 成 边缘 性 的 学 科 . 如 生物 
化 学 、 数 学 物理 、 微 分 几何 、 结 晶 学 …. 如 果 设 有 这 种 观察 问 
题 的 能 力 和 思考 问题 的 方法 是 不 行 的 ， 
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从 分 圆 问题 的 解决 ， 我 们 可 以 看 到 高 斯 是 一 位 很 有 才华 
的 数学 家 .在 高 等 数学 中 有 很 多 定理 ,公式 和 方法 是 以 高 斯 的 
名 字 命 名 的 .他 不 仅 对 数学 有 很 大 贡献 ， 而 且 对 天 文 学、 测 
量 学 、 物 理学 的 发 展 ， 都 有 巨大 的 功绩 . 
高 斯 的 父亲 是 个 石 岳 ， 家 卉 贫寒. 在 那个 社会 里 ， 象 他 
这 样 的 家 庭 和 所 处 的 社会 地 位 ， 要 能 坚持 读书 是 很 不 容易 
的 .他 必须 克服 许多 经 济 上 的 、 生 活 上 的 困难 .他 自 幼 肇 车 勤 
学 ， 求 知 欲 很 强 . 据 历史 记载 ,高 斯 还 是 一 个 初级 小 学 的 学 生 
时 ， 就 显现 了 出 色 的 数学 才能 .有 一 次 数学 老师 让 全 班 学 生 
计算 
1l+2+3+4+*+100 
的 和 等 于 多 少 ? 当 别 的 学 生还 没 想 到 如 何 去 算 的 时 候 ， 高 斯 
很 快 就 准确 地 找到 了 答案 : 它们 的 和 是 5050. 感到 十 分 惊奇 的 
老师 问 他 : “你 怎么 计算 的 这 样 快 呢 ? ”高 斯 从 容 地 回答 ， 
我 考虑 到 
+2+3+*+100 
与 
100+99+98+:*…+2+1 
相应 的 每 两 项 之 和 都 等 于 101, 因此 , 两 个 式 子 相 加 恰好 是 100 
个 101, 再 取 其 和 的 一 半 ， 恰 好 是 5050. 老师 非常 满 章 地 给 高 
斯 的 回答 作 了 很 高 的 评价 . 
高 斯 在 学 校 读 书 时 ,数学 和 语言 学 都 学 得 很 出 色 . 正 当 他 
在 选择 职业 ， 考 虑 自己 的 一 生 ， 究 竟 要 在 娜 个 领域 里 贡献 力 
量 而 犹 移 不 决 时 ， 正 十 七 边 形 作 法 的 发 现 ， 给 他 以 很 大 的 鼓 
舞 , 使 他 立即 次 定 ， 终 身 从 事 数 学 研究 工作 .后 来 高 斯 果然 成 











为 世界 上 杰出 的 大 数学 家 . 

从 高 斯 成 长 的 道路 ， 不 难看 出 ， 勤 奋 学 习 ， 刻 昔 钼 研 ， 
特别 是 青少年 时 代打 好 基础 是 非常 重要 的 . 

据 材 料 上 记载 ， 高 斯 在 年 迈 病危 的 时 候 ， 告 诉 别人 说 
“我 死 后 什么 东西 部 不 想 要 ， 只 希望 在 我 的 墓前 做 一 个 正 十 
七 边 形 .”1855 年 高 斯 逝世 了 ,人 们 在 哥 廷 根 城 给 他 竖 了 一 个 
纪念 碑 ， 碑 座 便 是 一 个 正 十 七 楼 柱 ， 以 纪念 这 位 数学 大 师 在 
青少年 时 代 最 重要 的 数学 发 现 ， . 
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三 ”最短 距离 问题 趣 谈 


十 九 世 纪 德 国 柏林 大 学 数学 教授 斯 泰 纳 (1796 一 1863 
年 ), 根 据 生 产 实践 的 需要 ， 了 研究 了 一 个 虽然 简单 ， 但 实用 价 
值 很 大 的 问题 ， 即 

在 三 个 村 庄 间 ， 建 立 一 座 供 水 站 . 为 了 用 水 人 的 方便 和 
方 省 水 管 ， 问 怎样 选择 供水 站 的 地 点 ， 才 能 使 供水 站 到 各 村 
庄 的 距离 的 总 长 为 最 短 . 

换 成 数学 语言 就 是 : 

设 4、B、C 是 平面 内 不 在 同一 直线 上 的 三 点 ， 求 在 
全 ABC 中 找 一 占 忆 使 

PA+PB+PC 

为 最 短 (图 3 一 1) . 

这 个 问题 还 可 以 推广 为 ， A 

在 4、8、C 三 个 村 上 庄 间 建 立 
一 座 供水 站 ， 已 知 修 往 4 庄 的 单 
位 造价 是 mm 元/ 米 ， 修 往 3 庄 的 单 
位 造价 是 * 元 / 米 ， 修 往 C 庄 的 单 B 4 
位 造价 是 r 元 / 米 ， 问 供水 站 建立 图 3 一 1 
在 何 处 ， 才 能 使 总 造价 最 省 . 

也 就 是 在 A4BC 中 ， 求 使 

| m AP 十 名 BP 十 了 CP 
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取 极 小 值 的 已 点 的 位 置 . 

或 者 把 这 个 问题 变化 为 : 

设 三 个 村 庄 ， 每 个 村 庄 各 有 上 学 孩子 为 10 人 人 、50 人 、60 
人 ， 要 在 三 个 村 庄 间 建 立 一 座 学 校 ， 使 所 有 孩子 耗费 在 走路 
的 时 间 总 数 为 最 少 ， 如 设 学 校 到 三 个 村 庄 之 距离 分 别 为 9 
5 、"%s， 求 使 

40S1 +509。+ 60.9。 

取 极 小 值 的 学 校 的 位 置 ， 

尽管 上 述 三 个 问题 提 法 不 同 ， 但 都 是 同一 个 数学 问题 ， 
由 

在 A4BC 内 找 一 点 P， 使 

mAP+nBP+roeP 

取 极 小 值 .其 中 m、n、?r 为 已 知 常数 (第 一 个 问题 是 后 面 两 
个 问题 的 特例 m=n=r=1) . 

因为 这 个 问题 是 斯 泰 纳 首先 提出 的 ， 所 以 叫做 斯 秦 纳 问 
题 ， 通 常 也 叫做 最 短 距离 问题 .这 个 问题 提出 后 不 久 ,就 被 解 
决 了 ， 并 且 得 到 了 广泛 的 应 用 . 

下 面 给 出 两 种 非常 有 趣 的 解法 . 

只 要 把 包含 这 三 个 村 庄 的 地 图 放 在 一 张 桌子 (或 者 架 起 
的 纸板 〉》 上 , 再 在 相当 于 各 个 村 庄 的 4、B8B、C 三 处 在 桌子 上 
打 三 个 洞 ， 通 过 这 些 洞 垂下 三 条 绳子 ， 每 条 绳子 一 端 分 别 系 
上 重 40 克 、50 克 、60 克 硅 码 ， 这 并 条 绳子 另 一 端 结 在 一 起 ， 
我 们 所 要 求 的 点 已 〈 或 者 学 校 、 供 水 站 ) 就 应 该 在 绳 结 所 停 
留 的 地 方 〈 图 3 一 2) ， 

这 个 实验 解法 十 分 容易 做 到 ， 但 是 ， 它 的 道理 是 什么 
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呢 ? 这 倒是 
值得 我 们 和 仔 
细 研 究 的 . 

由 物理 
学 可 知 ， 车 
三 条 绳子 上 
都 系 40 克 重 
的 夸 码 ， 则 
绳 结 一 定 要 
在 人 -4 已 C 
三 条 中 线 交 点 处 (三 角形 的 重心 ) 停 留 . 即 当 mm = na= * 时 ， 
P 点 是 在 八 A4BC 的 重心 处 . 若 有 两 条 绳子 上 不 系 硅 码 ， 只 有 
一 条 “例如 .4 点 处 ) 系 上 120 克 夸 码 ， 则 绳 结 一 定 停留 在 4 点 
处 .车 三 条 绳子 上 系 着 不 同 重 的 夸 码 ,就 相当 于 质量 不 均匀 分 
布 的 三 角形 物体 ， 求 该 物体 的 重心 位 置 ， 

我 们 把 这 个 三 角形 物体 看 成 是 受 三 个 力 (显然 是 平行 力 ) 
Pi、 忆 ;、P: 的 作用 ,可 见 求 重心 就 转化 为 求 三 个 平行 力 合力 
的 问题 .因为 ,这 个 合力 ， 即 物体 的 重力 ， 并 且 无 论 物 体 处 在 
什么 位 置 上 ， 其 重力 总 是 通过 一 个 确定 的 点 ， 此 点 即 重力 的 
作用 点 ， 也 就 是 物体 的 重心 ， 

由 实验 的 解法 容易 找到 这 个 点 的 位 置 ， 要 用 定量 的 办 法 





图 3 一 2 


确定 这 个 点 的 位 置 又 如 何 求 呢 ? 当 引 入 4、B8、C 三 点 的 华 


标 为 A(xi， YY1), P(xs, Y2)， C (xs， ys)， 再 根据 平面 内 
任 一 力 系 平衡 的 充分 必要 条 件 是 ， 所 有 各 力 对 平面 内 任意 一 


点 力矩 的 代数 和 等 于 零 ， 立 即 可 得 下 面 重心 的 坐标 公式 
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下 面 再 给 出 这 个 问题 的 第 二 种 解法 . 
如 果 力 系 各 力 的 作用 线 均 在 同一 平面 内 ， 并 且 各 力 的 作 
用 线 汇 交 于 一 点 ， 这 样 的 力 系 叫做 平面 汇 交 力 系 . 
设 物体 受到 两 个 共 点 力 Pi 和 Ps 的 作用 ,它们 的 合力 可 由 
p : 平行 四 边 形 法 则 来 确定 (图 3 一 3) . 
“一 >> 两 个 相交 力 的 合力 ， 也 可 用 这 样 的 方 
5、 了 ” ”法 来 确定 : 如 图 3 一 4 所 示 ， 先 作 力 
图 3 一 3 Pi!， 在 Pl 的 末端 作 力 P,， 然 后 连接 
Pl 的 始 端 与 P; 的 末端 所 得 的 矢量 RR， R 
即 为 它们 的 合力 ， 这 种 求 合力 的 作 图 NAFT 
法 ， 电 做 力 三 角形 法 则 .图 3.4 所 得 的 
三 角形 也 叫做 力 三 角形 . 车 物体 受 多 图 3 一 4 
个 共 点 力 的 作用 ， 求 这 多 个 力 的 合力 可 以 连续 应 用 三 角形 法 
则 ， 将 各 已 知 
力 首 尾 相 接 ， 
连 成 折线 (图 
3 一 5) ， 最 后 
连接 折线 的 首 
未 两 点 ， 便 得 
图 3 一 5 合力 .这 种 求 











合力 的 作 图 法 叫做 力 多 边 形 法 则 ， 所 得 的 多 边 形 也 叫做 力 多 
边 形 . 

根据 平面 汇 交 力 系 平衡 的 充分 必要 条 件 ， 力 系 各 力 组 成 
的 力 多 边 形 自 行 闭合 .车 把 三 角形 看 成 一 个 物体 受到 三 个 大 
小 和 方向 都 不 同 的 力 的 作用 ， 并 且 ， 使 其 平衡 ， 则 所 得 到 的 
是 一 个 闭合 的 力 三 角形 . 它 的 三 条 边 就 和 这 三 个 力 的 大 小 和 
方向 相当 . 

”如 图 3 一 6 作 一 个 为 三 角形 ， 使 其 各 边 长 分 别 为 40，50， 
60 个 单位 . 设 顶 点 44、B、C 的 
三 个 外 角 分 别 为 x、B、Y. 所 求 
的 氮 忆 与 三 个 顶点 的 连 线 ， 这 
些 直 线 所 夹 的 角 , 即 人 CPB， 
4PB， 人 人 A4PC 正 好 等 于 图 ”- 

3 一 6 中 A.B8、C 的 三 个 外 角 , 即 
LAPC=/a, LAPB 

= LB, LBPC= /Y. 
py 为 什么 忆 点 即 
9B' 为 所 求 之 点 ? 忆 点 
的 位 置 又 是 用 怎样 
的 作 图 方法 确定 
呢 ? 通过 下 面 给 出 
的 两 个 几何 作 图 方 
法 以 及 读者 非常 熟 
终 3 一 7 悉 的 平面 几何 知 
识 ， 不 难 给 出 它 的 
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证 明 . 

”作法 1: 如 图 3 一 7 在 力 三 角形 48C 中 ,首先 作 P1P: 的 合 
力 BB'= RN， 再 作 PsP: 的 合力 CC' 三 名， 最 后 作 PP 的 合 
力 44 = 六 . 则 三 个 合 方志 总 页 相交 于 P 点 ，P 点 即 为 所 来 . 


容易 看 到 人 ABC 的 三 边 4B 上 地 4B ACLF A'C’, 


BC4B'C’. 而 PP 点 恰好 是 俯 A4'B'C' 的 三 条 中 线 的 交点 . 

这 个 解法 使 人 发 生 兴 趣 的 是 :从 力学 角度 来 理解 , 已 点 是 
三 个 合力 的 汇 交 点 ， 要 使 这 个 力 系 平衡 ， 三 个 合力 的 合力 必 
等 于 零 .要 从 几何 作 图 来 理解 ， 它 恰好 是 人 4 BC 三 条 中 线 
的 交点 ， 并 且 ， 不 难 证 明 

A4PC= /a, /LAPB= /8B, LBPC= /Y. 

作法 2 : 由 于 和 人 48C 的 三 个 外 角 a、B、Y 是 已 知 的 , 并 
且 AC、A4B、BC 的 长 也 一 定 . 所 以 ， 在 人 人 48BC 中 以 4C 为 
弦 : 作 一 个 含有 wa 度 的 弓形 缀 :再 以 4 万 为 纺 ， 作 一 个 含有 8 
度 的 弓形 绝 ， 与 前 弧 相交 于 PP 点， 则 P 了 点 即 为 所 求 。 因 为 4、 
B、Y 三 个 外 角 之 和 为 360 度 ， 各 含 a 度 ，B 度 两 个 弓形 绝 之 交 
点 P 与 4、C、B 连 线 ， /APC=a"， 人 AAPB=B" .由 于 周 
角 也 是 360"， 所 以 全 BPC 一 定 
是 Y 度 (如 图 3 一 8 所 示 ) . 






上 述 两 种 解法 都 是 初等 方 

BZ c, 法 ， 当 读者 学 了 微 积分 后 ， 用 微 

B 积分 中 求 异 数 的 方法 来 求 这 种 极 
3—8 值 问题 ， 是 非常 简单 的 . 


从 斯 泰 纳 问题 的 解决 ， 可 以 看 到 数学 和 力学 的 亲密 关 
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系 . 力学 包括 有 静 力 学 、 动 力学 、 流 体力 学 、 弹 性 力学 、 材 
料 力 学 和 理论 力学 等 分 支 . 无 论 是 哪 一 个 分 支 都 是 以 数学 为 
重要 的 工具 . 有 了 雄厚 的 数学 基础 ， 再 去 研究 力学 则 容易 入 
门 . 

力学 作为 一 门 科学 是 在 古 希腊 时 代 出 现 的 .古代 伟大 的 
思想 家 和 学 者 亚 里 斯 多 德 ， 在 他 的 著作 《物理 学 》、《 力 学 》 和 
《天 与 世界 》 中 ， 第 一 次 阐明 了 运动 和 力 的 关系 ， 并 引进 了 
“力学 ”这 个 概念 . 著名 的 几何 学 家 和 力学 家 阿 基 米 德 〈 公 
元 前 287 一 212 年 ) ， 在 他 的 两 本 著作 中 给 出 了 力学 真正 的 科 
学 含意 ,奠定 了 几何 静 力 学 和 重心 静 力 学 的 理论 基础 .这 两 本 
著作 的 特征 是 :推理 的 严格 性 和 方法 的 细致 ， 可 见 力学 一 脱 
胎 就 带 着 浓厚 的 数学 味道 . 

十 八 世 纪 和 十 九 世 纪 初 叶 ， 被 人 们 称 为 数学 发 展 的 “ 黄 
金 时 代 ”. 由 于 强 有 力 的 数学 工具 一 一 微 积分 的 应 用 ， 力 学 
的 方法 、 理 论 迅速 地 完善 起 来 ， 使 力学 和 数 学 一 齐 向 前 发 
展 . 在 “数学 的 黄金 时 代 ， 这 些 科 学 之 间 的 区 分 和 界线 几乎 
是 不 存在 的 ”. 首先 是 伟大 的 数学 家 ， 微 积分 学 的 创始 人 之 
一 牛顿 创立 了 经 典 力学 ， 提 出 著名 的 牛顿 三 定律 ， 使 一 部 有 
严密 的 逻辑 结构 ， 完 美的 科学 体系 的 力学 ， 呈 现在 人 们 的 面 
前 . 数学 家 拉 格 朗 日 说 ，“ 这 是 人 类 智慧 最 伟大 的 产物 ”. 
从 牛顿 时 期 开始 ， 力 学 变 成 了 一 门 精确 的 数学 科学 . 

力学 是 以 数学 为 工具 的 ， 然 而 ， 在 力学 的 研究 中 ， 又 产 
生 了 不 少 新 的 数学 理论 ， 如 雅 可 比 和 贝 努 利 弟兄 在 解析 地 研 

重力 的 质点 在 各 种 不 同 的 曲线 上 运动 时 ， 创 立 了 变 分 
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后 来 ， 许 多 数学 家 又 开创 出 不 少 力学 新 分 支 ， 象 欧 拉 建 
立 了 “分 析 力 学 ”的 理论 ; 闪 国 几何 学 家 普 安 素 (1777 一 1859 
年 》 创 立 了 “几何 静 力 学 ”;， 以 及 现代 的 “电动 力学 ?2,“ 量 
子 力学 ”等 新 的 领域 . 无论 是 力学 的 哪 一 个 分 支 或 领域 ， 都 
离 不 开 数 学 ， 离 开 了 数学 ， 力 学 也 将 断送 了 前 途 . 

. 力学 在 科学 技术 上 的 重要 地 位 以 及 应 用 的 广泛 性 是 众 所 
周知 的 . 这 里 强调 了 力学 和 数学 的 关系 ， 无 疑 是 想 说 明 ， 为 
了 学 好 力学 ， 也 必须 学 好 数学 . 
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四 ”关于 “第 五 公设 ” 
的 一 场 激 烈 争 论 


在 数学 发 展 史 的 长 河中 ， 关 于 “第 五 公设 ”问题 ， 有 过 
一 场 激烈 的 争论 ， 所谓 “第 五 公设 ”就 是 欧 几 里 德 在 “几何 
原本 ”的 “公设 ”一 节 里 列 出 的 第 五 条 . 用 现在 的 叙述 形 
式 ， 就 是 目前 中 学 平面 几何 中 的 平行 公理 ， 即 “过 直线 外 一 
点 ， 只 能 引 一 条 直线 与 已 知 直 线 平行 ”. 后 来 许多 人 对 这 一 
公设 的 必要 性 发 生 怀疑 ， 看 法 不 同 ， 和 争论 不 休 ， 最 后 导致 俄 
罗斯 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 得 到 所 谓 “ 罗 氏 公 设 ”， 即 “过 直 
线 外 一 点 可 以 引 无 数 条 直线 与 已 知 直线 平行 ” . 并 且 ， 由 此 
创立 了 “想象 几何 学 ”德国 数学 家 歼 曼 给 出 了 所 谓 “ 黎 曼 
公设 ”， 即 “过 直线 外 一 点 ， 和 已 知 直线 相 平行 的 直线 ， 一 
条 也 引 不 出 来 ”. 并 由 此 创立 了 “ 黎 曼 几何 学 ”. 参与 争 
论 、 研 究 这 个 “第 五 公设 ”的 大 有 人 在 . 这 场 争 论 持续 的 时 
闻 长 ， 得 到 的 研究 成 果 也 大 ， 在 数学 的 历史 上 留 下 了 生动 的 
一 页 ， 要 想 了 解 这 场 争论 ， 还 得 从 头 说 起 . 

几何 观念 的 产生 ， 可 以 追溯 到 非常 古老 的 时 代 ， 远 在 四 
千 多 年 以 前 ， 无 论 是 西方 的 古 埃及 和 巴比伦 ， 还 是 东方 的 中 
国 和 印度 ， 都 已 经 产生 了 某 些 粗粮 的 和 单 凭 经验 的 几何 观 
念 。 相 传 是 由 于 划分 土地 和 土地 测量 等 生产 实践 的 需要 而 产 
生 了 “几何 学 ” . 当时 研究 几何 之 风 黄 盛 ， 哲 学 家 和 数学 家 
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柏拉图 在 他 所 设 的 学 院 门口 挂 着 这 样 一 块 牌子 ，“ 不 民 几 何 
的 人 ， 请 勿 和 内， ”可 见 当 时 人 们 是 何等 重视 “几何 学 ” 的 
学 习 . “几何 学 ”这 个 名 词 的 原意 就 是 “ 测 地 学 ”. 当 “ 几 
何 学 ”逐渐 走向 逻辑 推理 的 道路 之 后 ， 不 仅 为 从 事 数 学 和 技 
术 的 人 们 所 应 用 和 研究 ， 而 且 也 成 为 哲学 家 们 讨论 的 对 象 . 


bs 
欧 几 里 德 的 功绩 


欧 几 里 德 大 约 生 活 在 公元 前 330 年 到 275 年 之 间 ， 他 是 十 
代 最 伟大 的 数学 家 之 一 . 据 传 说 ， 马 其 顿 人 侵入 埃及 后 ,在 尼 
罗 河 口上 建筑 了 “ 亚 历 山 得 里 亚 城 ”和 “ 亚 历 山 得 里 亚 大 
学 ”. 这 所 十 老 的 大 学 在 早期 出 了 三 个 最 伟大 的 数学 家 ,其 中 
之 一 就 是 欧 几 里 德 .另外 两 位 便 是 阿 基 米 德 和 亚 波 多 纽 斯 . 

在 欧 几 里 德 时 代 ， 希 腊 人 已 经 具有 较 深 的 几何 知识 ， 
于 定理 证 明 的 概念 形成 了 .许多 希腊 学 者 已 经 尝试 着 按 人 逻辑 
相关 的 次 序 去 著 书 立 说 . 哆 几 里 德 最 惊人 的 贡献 ,就 是 他 系统 
地 整理 了 前 人 的 发 骨 创 造 ， 出 版 了 他 的 巨著 《几何 原本 》. 全 
书 共 十 三 章 ， 在 这 个 关于 初等 几何 的 丰富 的 科学 论著 里 ， 欧 
几 里 德 力求 从 少数 的 命题 出 发 ， 来 构成 几何 学 的 严格 的 逻辑 
体系 .不 难 想象 ， 把 许多 几何 知识 统一 起 来 ， 搜 索 不 同 定理 
的 证 明 ， 特 别 是 把 它们 排 成 逻辑 的 链子 ， 是 一 项 重要 而 且 十 
分 困难 的 工作 ， 没 有 高 度 的 技巧 是 完 不 成 这 一 重要 任务 的 . 

我 们 中 学 几何 课本 里 ， 尽 管 是 现代 化 的 叙述 方法 ， 就 其 
内 容 而 言 ， 依 然 没 有 超出 《几何 原本 >》 的 范围 .相继 数 千 年 ， 
《几何 原本 》 仍 不 减 它 的 光辉 ， 可 见 欧 儿 里 德 功绩 之 大 . 
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还 应 当 指 出 : 欧 几 里 德 的 几何 学 在 十 八 世 纪 末 及 十 九 世 
纪 初 ， 获 得 了 重要 的 发 展 ， 成 为 天 文学 、 力 学 、 物 理学 、 电 
工学 、 光 学 ， 特 别 是 飞机 的 机 杭 及 螺旋 浆 原 理 等 许多 科学 技 
术 的 基础 . 

历代 著名 的 科学 家 如 哥 白 尼 、 人 徊 里 略 、 币 卡 儿 、 和 牛顿 、 
罗 蒙 诺 索 夫 、 拉 格 朗 日 、 罗 拨 切 夫 斯 基 、 奥 斯 特 洛 格 拉 德 斯 
基 等 等 ， 都 学 过 欧 几 里 德 的 《几何 原本 》. : 

欧 几 里 德 《 儿 何 原本 》 之 所 以 得 到 极 高 的 评价 ， 正 是 由 
于 他 提出 了 在 几何 证 明 过 程 中 ， 不 能 无 止 无 休 的 追根 问 底 ， 
追 来 间 去 总 要 追 到 某 些 原始 的 ,不 加 证 明 而 被 承认 的 命题 .在 
数学 理论 中 ,那些 不 加 证 明 而 被 直接 承认 的 命题 叫做 公理 .如 
“过 直线 外 一 点 能 引 且 只 能 引 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ”， 
就 叫做 平行 公理 ， 

公理 虽然 不 加 证 明 而 被 承认 ， 但 是 ， 它 的 真实 性 的 确 不 
必 怀 疑 .因为 ， 任 何 命题 要 称 之 为 公理 ,必须 是 经 过 人 们 千 百 
万 次 实践 验证 无 误 ， 真 实地 描写 了 现实 世界 的 数量 关系 或 空 
间 形 式 的 基本 性 质 . 

根据 这 一 点 可 见 ， 固 然 不 能 无 论 什 么 样 的 命题 都 叫做 公 


理 ， 同 时 ， 也 必须 有 丰 名 的 公理 .如 在 现在 已 严格 整理 


”了 的 希 尔 伯 特 _(1802 年 一 19 人 年 小 几何 公理 系统 中 (后 面 还 


将 详细 介绍 ) ， 若 去 掉 了 任何 一 条 ， 就 会 使 一 系列 的 命题 失 
去 依据 .也 就 是 说 ， 若 公理 不 完备 ， 则 几何 学 的 内 容 或 者 是 
不 完备 ， 或 者 是 在 逻辑 论证 上 要 有 铅 陷 .那么 ,怎样 才 算 恰 到 
好 处 呢 ? 一 般 来 说 ， 公 理应 该 具备 以 下 儿 个 条 件 ; 

1. 公理 的 显而易见 性 .这 一 条 件 只 作为 一 个 一 般 的 要 
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求 .因为 一 个 公理 是 否 显 而 易 见 ， 很 难 定 出 一 个 明确 的 标准 
来 . 

2. 公理 的 无 矛盾 性 . 

3. 公理 的 最 少 个 数 . 

4. 公理 的 完备 性 . 

在 公理 的 选择 上 ,并 不 是 所 有 的 人 都 一 致 ,他 们 可 以 各 自 
选择 不 仅 在 文字 上 有 所 不 同 ， 甚 至 在 内 容 上 也 可 以 完全 不 同 
的 公理 .但 是 所 推导 出 来 的 几何 命题 都 是 大 致 相同 的 .那么 ， 
为 什么 从 不 同 的 公理 出 发 能 导出 相同 的 几何 命题 呢 ? 原来 人 
们 所 选择 的 公理 ， 尽 管 在 内 容 上 不 同 ， 但 在 作为 论证 几何 命 
题 的 根据 来 说 ， 都 是 等 价 的 . 

所 谓 等 价 ， 就 是 例如 有 甲 、 乙 两 命题 ， 我 们 若 把 甲 命题 
看 成 是 公理 ， 则 由 甲 可 以 推出 乙 命题 ， 反 过 来 ， 我 们 若 把 乙 
命题 看 成 公理 , 则 又 可 以 由 乙 推出 甲 命 题 . 结果 , 这 两 个 命题 
中 的 任何 一 个 成 立 , 就 会 导致 丙 个 命题 都 成 立 . 因此 ,我 们 把 
甲 、 乙 两 命题 说 成 是 “等 价 ” 的 , 

为 了 讲 清 从 欧 几 里 德 第 五 公设 开始 的 这 场 争论 ， 我 们 把 
欧 几 里 德 几 何 原 本 中 的 公设 和 公理 引述 如 下 《公理 和 公设 的 
实际 意义 是 相同 的 ， 由 于 原本 中 是 分 两 部 分 列 出 来 的 ， 这 里 
也 分 两 部 分 抄录 ) ， 


公 设 


要 求 下 面 一 些 事项 ， 
1. 从 每 一 点 到 另 一 点 可 引 直 线 . 
2. 有 限 的 直线 可 以 无 限 延 长 ， 
了 4 


8 


bo 








3. 从 任何 中 心 可 用 任何 半径 画 圆 周 

4， 所 有 的 直角 都 是 相等 的 ， 

5. 若 两 直线 和 第 三 直线 相交 且 在 同一 侧 所 构成 的 两 个 
同 侧 内 角 之 和 小 于 两 直角 ， 则 把 这 两 直线 辣 这 一 侧 适 当地 延 
长 之 后 一 定 相 交 ， : 


公 理 


1. 各 与 同一 第 三 个 相等 的 两 个 也 一 定 相 等 ( 即 都 与 第 三 
个 量 相等 的 两 个 量 一 定 相等 ) . 

2. 若 相 等 的 加 上 相等 的 ,那么 整个 也 相等 〈 即 等 量 加 等 
量 其 和 相等 ). 

3. 若 从 相等 的 减 去 相等 的 ,那么 所 获得 的 差 也 相等 〈 即 
等 量 碱 等 量 其 差 相 等 x 

4. 互相 重合 的 一 定 相 等 . 

5. 整个 大 于 部 分 (有 即 全 部 大 于 部 分 〉. 

当然 ， 欧 几 里 德 几 何 原 本 中 还 有 “定义 ”，、 因 为 只 有 公 
理 或 公设 以 及 定义 ,才能 组 成 几何 学 上 逻辑 论证 的 依据 .由 于 
与 我 们 要 讨论 的 问题 关系 不 大 ,所 以 不 再 引述 . 


争论 的 起 扣 


前 面 概 述 了 欧 几 里 德 的 业绩 ， 但 是 ， 这 并 不 等 于 说 x 几 
何 原 本 》 完 美 无 缺 .事实 上 ,经 过 长 时 期 的 推 项 《几何 原本 》 
也 有 不 少 缺 点 . 

首先 ， 欧 儿 里 德 所 给 出 的 许多 定义 ， 完 全 不 是 在 逻辑 的 
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意义 下 的 定义 ,而 只 是 对 几何 形象 的 一 目 了 然 的 描写 .所 以 ， 
后 面 对 命 题 进行 逻辑 证 明 时 ， 用 处 不 大 . 例 “ 线 是 有 长 度 面 
没有 宽度 的 ”等 等 .从 这 样 的 定义 中 ， 不 可 能 带 来 任何 思 界 严 
密 的 推论 . 

其 次 ， 有 些 公理 和 命题 是 多 
的 ”. 

在 十 九 世 纪 时 ， 人 们 又 指出 了 《几何 原本 》 饼 “位 置 公 
理 ”、 “连续 公理 ”和 “ 移 形 公理 .没有 这 些 公 再， 几何 问 
题 的 汉 辑 证 明 尝 不 可 能 是 严密 的 .如 没有 位 置 公理 , 则 “在 … 
中 间 ”、“ 在 … 内 部 ”、“ 在 … 外 部 ”等 就 无 法 区 别 ; 没有 
连续 公理 ， 在 平面 内 两 条 不 平行 的 直线 ， 保 证 不 了 一 定 相 
交 ; 没有 移 形 公理 ， 在 图 形 移动 时 ， 也 保证 不 了 线段 能 不 能 
弯曲 、 角 度 大 小 会 不 会 改变 等 等 . 

关于 这 些 问题 正如 罗 巴 切 夫 斯 基 写 道 ，“ 欧 几 里 德 《 几 
何 原本 》， 这 样 一 来 ， 不 管 它 的 年 代 多 么 久远 ， 不 管 在 数学 
中 我 六 的 全 部 光辉 成 果 如 何 ， 直 到 现在 都 保存 了 它 的 原始 缺 
点 .> 

位 置 公理 、 连 续 公 理 和 移 形 公理 ， 人 们 在 研究 的 过 程 中 
都 一 一 地 补 上 了 . 

应 该 特别 说 明 一 点 ， 只 是 由 于 科学 事业 的 日 趋 发 展 ， 人 
们 才 不 断 地 发 觉 《 几 何 原本 》 的 不 足 ， 任 何事 物 一 出 世 ， 就 
要 求 它 十 爹 十 美 ， 是 不 可 能 的 .两 千 多 年 前 的 欧 几 里 德 ， 鲁 
够 给 出 这 样 比较 完整 的 几何 系统 , 应 该 认为 是 奇迹 了 .因此 ， 
尽管 《 儿 何 原本 》 存在 着 上 面 所 述 的 一 些 问 题 ， 它 的 伟大 章 
义 并 不 因此 而 有 所 削减 . 
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的 .如 -所 有 直角 都 十 根 等 








让 
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人 们 并 不 责怪 欧 儿 里 德 《 几 何 原本 》 的 不 完备 性 ， 但 是 
对 “第 五 公设 ” 却 提 出 了 许多 不 同 的 见解 . 因为， 它 和 其 余 
的 公理 或 公设 比较 起 来 ， 尽 管 也 很 符合 我 们 的 日 常 经 验 ， 它 
的 真实 性 也 是 众 所 公 认 的 ， 但 就 是 不 如 其 他 公理 或 公设 给 人 
一 种 显而易见 的 感觉 在 同一 平面 内 二 条 平行 的 直线 永 不 相 
交 的 性 质 ， 确 实 不 能 在 平面 的 有 限 部 分 内 直观 地 看 出 来 ， 而 
必需 包含 着 超越 直观 范围 的 想象 在 内 . 

奇怪 的 是 ， 在 破绽 很 多 的 公理 系统 中 ， 历 史上 不 少数 学 
家 并 没有 因此 而 走 上 欧 几 里 德 证 法 的 逻辑 改善 的 正路 ， 偏 在 
通过 修正 “第 五 公设 ”上 下 了 功夫 ， 要 把 这 一 公设 变 成 定 
理 ， 企 图 从 前 面 的 定义 、 公 理 出 发 ， 给 予 严格 的 证 明 ， 即 希 
望 把 这 个 第 五 公设 变 成 定理 .原来 人 们 并 没有 怀疑 这 一 公理 
所 叙述 的 事实 ， 然 而 ， 当 人 们 进行 激烈 争论 之 后 ， 特 别 是 在 
反复 试 证 中 ， 总 是 发 觉 其 中 有 缺点 ， 到 后 来 ，“ 第 五 公 
所 叙述 的 事实 也 受到 怀疑 . 

到 底 能 不 能 利用 前 面 的 定义 和 公理 ， 把 第 五 公设 证 明 出 
来 呢 ? 即 能 不 能 变 第 五 公设 为 定理 呢 ? 在 几何 历史 中 占 着 极 
重要 的 位 置 . 世界 许多 著名 数学 家 都 被 吸引 到 这 一 争论 中 
了 . 直到 十 八 世纪 来 ， 这 个 关于 第 五 公设 的 问题 ， 都 是 最 为 
流行 的 难题 之 一 ， 一 直 没 有 得 到 解决 .我 们 甚至 有理 由 猜 
测 ， 欧 几 里 德 本 人 也 很 可 能 尝试 过 “第 五 公设 ”的 证 明 . 因 
为 ，《 几 何 原本 》 中 的 “第 五 公设 ”， 直 到 在 第 二 十 九 个 合 
题 的 证 明 中 ,迫切 要 用 的 时 候 才 出 现 ， 而 且 ， 在 这 以 后 ， 其 
余 各 命题 始终 没有 再 用 可 见 ， 区 几时 入 本人 对 这 个 公设 也 
感到 不 满意 ， 而 不 去 反复 用 它 . 
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在 “第 五 公设 ”问题 的 研究 日 趋 明朗 ,逐步 完善 的 情况 下 ， 
德国 数学 家 和 希 尔 伯 特 将 几何 学 中 的 全 部 定义 和 公理 ， 进 行 了 
最 严格 的 数学 处 理 . 发 表 在 他 的 一 本 著作 《几何 基础》 中 . 
这 本 书 在 1899 年 出 版 ，1903 年 获得 了 以 罗 巴 切 夫 斯 基 的 名 字 
命名 的 国际 奖金 .奖励 他 在 这 本 书 里 不 但 提出 了 完备 的 几何 
公里 系统 ， 而 且 还 给 出 证 明 一 个 公理 对 于 别 的 公理 的 独立 性 
和 证 明 已 知 公理 系统 确实 完备 的 普遍 原则 .奖励 他 由 于 这 部 
书 的 发 表 而 使 “几何 学 ”的 研究 和 发 展 ,开创 了 一 个 新 纪元 . 

在 这 部 书 中 ， 他 把 全 部 公理 整理 成 五 组 公理 群 ， 即 

I 组， 关联 公理 ， 包 括 八 个 公理 . 

I 组， 顺序 公理 包括 四 个 公理 . 

三 组， 合同 公理 :包括 五 个 公理 . 

到 组 ， 连 续 公理 :包括 四 个 公理 . 

V 组 ， 平 行 公理 ， 包 括 一 个 公理 . 


一 个 崭新 的 几何 世界 


第 五 公设 到 底 能 不 能 变 为 定理 给 以 证 明 ， 其 说 不 一 . 有 
人 说 能 ， 并 为 此 而 备 斗 一 生 ， 反 复 证 明 这 个 第 五 公设 ! 有 的 
人 毫 无 收获 便 抛 弃 了 这 个 研究 方向 ， 有 的 人 也 得 出 一 些 有 价 
值 的 命题 ， 但 是 没有 达到 变 第 五 公设 为 定理 的 最 终 目的 ， 也 
有 的 声称 自己 证 明了 第 五 公设 ， 但 后 人 终于 还 是 找 出 其 证 明 
的 错误 . 
二 千 多 年 来 ， 所 有 称 得 起 为 数学 家 的 人 ， 都 尝试 了 这 一 
工作 ， 他 们 都 花费 了 巨大 的 劳动 ， 总 希望 能 由 其 它 更 明显 的 
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命题 ， 把 这 个 第 五 公设 证 明 出 来 ， 有 时 好 象 已 经 胜利 在 望 ， 
可 是 最 后 不 是 自己 ， 就 是 别人 指出 在 证 明 里 犯 了 人 逻辑 上 的 错 
误 . : 

这 种 逻辑 上 的 错误 ， 都 是 由 于 虽然 没有 直接 用 第 五 公 
设 ， 可 是 证 来 证 去 ， 总 是 用 了 各 种 各 样 与 第 五 公设 “等 价 ? 
的 命题 .而 这 些 等 价 命题 需要 证 明 ， 正 如 第 五 公设 需要 证 明 
”为 了 读者 便于 理解 ， 我 们 列 出 一 些 既 简单 又 浅显 的 与 第 
五 公设 等 价 的 命题 .也 就 是 说 从 第 五 公设 (用 欧 儿 里 德 的 叙 
述 ) 出发， 可 以 证 明 下 面 任何 一 个 定理 ， 反 之 ， 把 下 面 任意 
一 条 作为 公理 ， 都 可 以 将 其 它 几 条 包括 第 五 公设 在 内 ， 推 证 
出 来 ， 、 

1， 过 已 知 直线 外 一 点 ， 只 能 作 一 条 直线 与 已 知 直线 平 
行 . (第 五 公设 的 现代 叙述 ) 

2， 两 条 平行 线 被 第 三 条 线 所 截 ， 则 内 错 角 相等 . 

3. 三 角形 的 外 角 等 于 其 不 相 邻 的 两 内 角 的 和 . 

4. 三 角形 内 角 和 为 两 个 直角 . 

5.# 边 形 内 角 和 为 (2n- 4) d. 其 中 n 之 3 的 自然 数 ， 
d 表 示 90". 

十 八 世纪 意大利 数学 家 萨 凯 里 (1667 一 1733 年 )， 企 
图 不 用 第 五 公设 而 证 明 四 边 形 的 内 角 和 等 于 四 个 直角 . 假若 
他 证 明成 功 了 ， 回 过 头 来 就 可 以 证 明 第 五 公设 了 .他 引出 了 
一 系列 新 的 命题 ， 然 而 ， 证 来 证 去 ， 还 是 用 了 一 个 与 第 五 公 
设 等 价 的 命题 ， 即 “有 限 图 形 的 性 质 ， 可 以 扩大 到 无 限 图 形 
的 范围 中 去 ”- ， 而 宣告 失败 .后 来 ， 他 甚至 绝望 地 说 ， “第 
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五 公设 是 不 可 打破 的 . ”他 虽然 没有 攻破 第 五 公设 ， 但 是 却 
成 了 建立 非 欧 几何 学 的 先驱 者 . 他 所 引出 的 一 系列 的 命题 ， 
都 进入 了 罗 巴 切 夫 斯 基 的 无 矛盾 的 非 欧 几 何 学 中 了 ， 

十 八 世纪 瑞士 数学 家 伦 培 脱 《〈1728 一 1777 年 》 ， 在 自己 
的 著作 “平行 线 理论 ”中 所 研究 的 内 容 和 萨 凯 里 想到 的 问题 
极为 相似 ， 也 是 以 失败 而 告终 了 . 

后 来 ， 德 国 数学 家 勒 让 德 〈1752 一 1833 年 ) 也 是 想 不 朋 
第 五 公设 来 证 明 “ 任 意 三 角形 内 角 和 等 于 两 个 直角 ”， 他 一 
共 引 出 了 五 个 很 有 价值 的 命题 .这 五 个 命题 在 任何 一 本 关于 
非 欧 几何 的 书 上 都 可 以 找到 . 如: 

1， 若 每 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 本 直角 ， 则 第 五 公设 可 
以 证 出 . : 

2. 在 每 个 三 角形 里 ， 内 角 和 不 会 超过 两 直角 . 

3. 若 至 少 有 一 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 两 直角 , 则 每 个 三 
角形 的 内 角 和 都 等 于 两 直角 . 

4. 车 存在 这 样 的 锐角 ,在 它 的 一 边 的 任意 点 上 引 垂 线 ， 
总 与 男 一 边 相 交 ， 则 第 五 公设 可 以 证 出 . 

5. 四边 形 内 角 和 为 四 直角 与 三 角形 内 角 和 为 二 直角 是 
等 价 的 . 

勒 让 德 不 仅 给 出 如 上 五 个 命题 ， 而 且 始 终 认为 自己 已 经 
解决 了 第 五 公设 的 证 明 问 题 . 然而 ， 后 来 人 们 终于 找到 了 他 
还 是 不 自觉 地 利用 了 一 个 与 第 五 公设 等 价 的 命题 ， 这 样 他 的 
所 谓 第 五 公设 已 被 证 明 的 结论 也 被 推翻 了 . 

”在 十 九 世 纪 初 , 铁 国 的 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 , 饲 牙 利 的 数 
学 家 鲍 里 埃 (1802 一 1860 年 ) 和 德国 的 数学 家 高 斯 ， 在 前 人 
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研究 的 基础 上 ， 不 约 而 同 地 提出 了 一 个 全 新 的 几何 学 观点 ， 
跳出 了 人 们 习惯 的 欧 儿 里 德 儿 何 的 圈子， 开创 了 一 个 新 的 几 
何 世 界 . 

这 种 跳跃 ， 花 费 了 两 千 多 年 的 时 间 ， 冲 破 了 千 百 万 人 的 
习惯 势力 ， 是 多 么 不 容易 啊 ! 

我 们 知道 高 斯 ， 当 时 ， 由 于 他 的 数学 成 就 之 大 而 有 世界 
声望 ， 被 称 为 “数学 王子 ”， 成 了 全 球 数学 界 的 最 高 权威 . 
然而 ， 当 他 得 到 第 五 公设 不 能 证 明 的 结论 后 ， 怕 被 别人 哺 
笑 ， 用 他 的 话说 ，“ 怕 引起 某 些 人 的 喊 声 ”， 而 不 敢 公开 发 
表 . 只 是 在 1824 年 给 友人 的 信 上 写 道 ，“ 三 角形 内 角 和 小 于 
两 直角 ， 这 个 假定 引导 到 特殊 的 与 我 们 的 几何 完全 不 同 的 几 
何 ， 这 几何 是 完全 一 贯 的 ， 并 且 我 发 展 它 本 身 ， 结 果 完 全 令 
人 满意 . ”高 斯 尽管 很 早 就 有 了 非 欧 几何 的 轮廓 ， 由 于 他 怕 
这 种 新 思想 不 会 被 人 理解 ， 更 怕 当 时 邮 残 的 教廷 势力 ， 所 以 
不 仅 他 一 辈子 没有 勇气 发 表 自 己 的 关于 第 五 公设 的 论著 ， 其 
至 也 厅 支 持 别 人 搞 这 方面 的 工作 ， 高 斯 大 学 时 代 的 同学 匈 牙 
利 的 数学 家 鲍 里 埃 终生 从 事 于 第 五 公设 的 证 明 。 他 的 工作 没 
有 什么 大 的 成 就 但是， 他 的 儿子 约翰 ， 鲍 里 埃 却 获得 了 出 
色 的 战果 .约翰 在 1817 年 一 1822 年 在 维也纳 工学 院 读书 时 就 
醉心 于 第 五 公设 的 证 明 ， 并 且 到 了 1823 年 时 ， 他 已 信心 百倍 
地 认识 到 ， 有 可 能 创立 新 的 几何 学 .虽然 ， 当 他 的 父亲 知道 
他 也 在 搞 第 五 公设 的 证 明 而 给 他 写 信 说 :， “和 希望 你 放弃 这 个 
问题 .对 这 样 一 个 问题 的 害怕 应 该 更 多 于 感情 上 的 迷恋 ， 它 
会 剥夺 你 生活 中 的 一 切 时 间 、 健 康 、 休 息 和 一 切 老 福 ，” 这 
丝毫 没有 影响 约翰 为 开拓 新 路 而 继续 工作 ， 当 父亲 把 约翰 研 
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究 的 成 果 寄 给 高 斯 征求 意见 时 ， 高 斯 的 回信 却 使 约翰 大 失 所 
望 ， 信 中 说 ，“ 如 果 我 一 开始 便 说 我 不 能 称赞 约翰 的 工作 ， 
那 一 定 会 感到 奇怪 . 但 是 我 确实 不 能 说 别 的 话 ， 因 为 称 鞠 他 
等 于 称 针 我 自己 .你 的 儿子 所 采用 的 方法 和 他 所 达到 的 结果 
几乎 全 部 和 我 自己 在 三 十 年 前 已 开始 的 个 人 沉思 相符 合 . 我 
自己 的 著作 ， 虽 然 写 好 的 仅 是 一 小 部 分 ， 我 本 来 永远 不 愿 发 
表 ; 现在 有 了 老 友 的 儿子 能 够 把 它 写 下 来 ， 免 得 它 与 我 一 同 
淹没 ， 那 是 使 我 最 高 兴 没 有 了 .2 高 斯 这 样 不 支持 约翰 的 工作 
而 犯 了 一 个 大 错误 .约翰 由 于 没有 人 理解 、 同 情 和 给 与 精神 
上 的 支援 而 陷于 失望 ， 其 而 误 认 别人 和 争 优 先 权 而 放弃 了 一 切 
数学 研究 . 

十 九 世 纪 二 十 年 代 俄罗斯 伟大 的 数学 家 ， 喀 山大 学 数学 
教授 中 可 拉 ' 伊 几 诺 维 奇 . 罗 巴 切 夫 斯 基 (1793 一 1856 年 ) 比 
高 斯 勇敢 ， 比 鲍 里 埃 巴 强 . 他 不 怕 别 人 识 笑 ， 终 于 在 他 的 第 
一 部 著作 里 ， 就 把 非 欧 几何 发 展 得 非常 广阔 ， 非 常 深 刻 . 正 
如 希 尔 伯 特 教诲 的 那样 ， 第 五 公设 问题 的 解决 ， 同 样 地 是 伴 
随 着 一 片 全 新 的 数学 园地 的 开辟 ， 那 就 是 以 罗 巴 切 夫 斯 基 名 
字 命 名 的 另外 一 种 新 的 几何 学 一 一 “ 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 ”. 
这 个 新 的 几何 系统 保留 了 欧 几 里 德 几 何 公理 中 的 前 四 组 ， 取 
消 欧 氏 的 第 五 公设 ， 再 添上 一 个 所 谓 “ 罗 氏 公 设 ”， 即 

V 组 ， 罗 氏 公 设 ， 在 平面 上 通过 一 直线 外 的 一 点 ， 至 少 
可 以 作 这 条 直线 的 两 条 平行 线 . 

《 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 》 就 是 以 上 述 五 组 公理 为 基础 ， 
推导 出 大 量 的 新 命题 而 构成 了 与 欧 儿 里 德 几 何 完全 不 一 样 的 
新 的 几何 世界 . 
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我 们 不 想 在 这 里 详 述 罗氏 几何 的 具体 内 容 ， 为 了 让 读者 
知道 它 比 欧 氏 几何 新 在 何 处 ， 只 列 出 罗氏 几何 中 的 几 个 概念 
和 定理 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 有 关 书 籍 . 

关于 平行 线 的 定义 ， 如 图 4 一 1 车 

(1) 直线 4E 不 与 直线 a 相 
交 

(2) 凡 在 角 B4 匹 内 部 的 所 
有 射线 4M 必 与 射线 BD 相交 . 
8 5 ML 满足 上 述 两 个 条 件 的 直线 4E， 
本 叫做 直线 a 在 C 到 DD 方向 下 的 平行 
线 . 满足 条 件 的 直线 4 正 叫 做 直线 a 在 万 到 C 方 向 下 的 平行 线 ， 

为 了 读者 跳出 欧 几 里 德 几何 的 轿子， 对 这 个 定义 简单 说 
明 如 下 : 


A 


7 


如 图 4 一 2 ， 我 们 设想 贺 内 
一 条 弦 a 及 圆 内 不 在 上 的 一 后 
4， 过 4 所 作 不 与 a 在 贺 内 相交 
的 直线 显然 是 无 穷 多 条 .假设 把 
圆 的 直径 不 断 增 大 ， 上 面 的 叙述 
显然 还 是 成 立 . 因此 ， 当 我 们 把 
” 贺 的 直径 不 断 增 大 ， 过 4 的 无 穷 
多 条 直线 和 直 线 a 可 以 在 任意 有 
z 限 大 的 平面 内 不 相交 . 至 于 假设 
平面 是 无 限 大 呢 ? 这 已 经 超过 了 直觉 的 范围 ， 归 根 到 底 是 一 
个 逻辑 性 的 问题 . 在 这 种 意义 下 对 “罗氏 几何 ”中 平行 线 的 
定义 就 易于 理解 了 . 
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定理 1， 三 角形 的 内 角 和 小 于 两 个 直角 ,而 且 不 同 的 三 角 
形 有 不 同 的 内 角 和 . 
定理 2， 任何 凸 四 边 形 的 内 角 和 小 于 四 个 直角 . 因此 和 抵 
形 不 存在 . 
定理 3， 不 存在 相似 三 角形 . 
定理 4， 如 果 一 个 三 角形 的 三 个 角 对 应 等 于 另 一 个 三 角 
形 的 三 个 角 ， 那 末 这 两 个 三 角形 全 等 . 
仅 举 以 上 几 例 ， 就 别开生面 .确实 和 我 们 习惯 的 欧 氏 几 
何 走 的 是 两 条 道路 . 
新 路 的 开拓 者 付出 了 艰巨 的 劳动 ， 使 几何 学 发 生 了 重大 
的 变革 罗 巴 切 夫 斯 基 出 生 在 一 个 穷苦 人 的 家 里 ， 三 岁 时 父 
亲 就 去 世 了 .有 毅力 、 有 远见 的 母亲 ， 克 服 了 许多 困难 送 他 
污 完 中 学 ， 双 支持 他 考 入 了 新 建立 的 “ 喀 山 大 学 ”. 在 学 生 
时 代 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 的 数学 才能 就 初 露 锋 臣 ，1810 年 获得 了 
硕士 学 位 ， 四 年 后 得 到 了 副教授 的 称号 ，1816 年 又 晋升 为 孝 
授 . 1827 年 他 被 选 为 喀 山 大 学 的 校长 .高 斯 非常 重视 罗 巴 切 
夫 斯 基 的 几何 思想 . 为 了 阅读 他 的 原著 ， 高 斯 还 专门 学 习 了 
俄语 , 并 且 亲 自 介 绍 罗 巴 切 夫 斯 基 参 加 “ 哥 廷 根 科 学 协会 > ， 
推荐 为 通讯 院士 
和 高 斯 不 同 的 是 罗 巴 切 夫 斯 基 不 怕 别 人 不 理解 ， 不 怕 别 
人 读 笑 ， 勇 故 的 坚持 自己 的 几何 思想 ， 一 篇 接着 一 篇 地 发 表 
自己 的 研究 报告 。 当 他 的 几何 观点 宣布 以 后 ， 教 会 的 主教 宣 
布 他 的 学 说 是 政 说 ， 还 有 人 用 匿名 的 方法 在 反动 的 杂志 上 齐 
骂 他 ， 甚 至 宣布 他 为 演 人 ， 但 他 还 是 坚持 自己 的 思想 ， 继 续 
发 表 自 己 的 著作 ， 为 捍卫 新 的 观点 进行 顽强 的 斗争 ， 直 到 晚 
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年 双 目 完全 失明 ， 他 还 用 口授 的 办 法 ， 留 下 了 最 后 的 著作 
《 泛 几何 学 》。 一 位 英国 数学 家 感动 地 说 罗 巴 切 夫 斯 基 是 
“几何 学 的 哥 白 尼 ”. 

罗 巴 切 夫 斯 基 的 几何 学 得 到 公认 后 的 二 十 八 年 ， 德 国 数 
学 家 黎 曼 (1826 一 1866 年 ) 又 创立 了 另 一 种 几何 学 ， 这 个 新 的 
几何 系统 也 是 以 欧 氏 前 四 组 公理 为 基础 (去掉 了 第 V 组 公 
理 ， 也 不 采用 罗氏 公理 ) ， 外 加 一 个 所 谓 “ 黎 曼 平行 公理 ” 
而 构成 的 . 

黎 曼 平行 公理 是 ， 同 一 平面 上 的 任何 二 条 直线 一 定 相 
交 . 即 过 直线 外 的 一 点 ,一 条 平行 于 已 知 直线 的 平行 线 也 作 不 
出 来 . 黎 曼 根据 这 样 五 组 公理 ， 同 样 推导 出 一 系列 的 几何 命 
题 ， 这 种 几何 学 通常 称 为 “ 黎 曼 几何 学 ”. 

“罗氏 几何 ”、*“ 黎 曼 几 何 ? 统 称 为 非 欧 几 何 学 .此 外 , 仅 
从 欧 氏 公理 的 前 四 组 为 基础 〈 即 不 用 欧 氏 、 罗 氏 、 黎 氏 第 五 
公理 ) ， 而 展开 的 儿 何 系统 ， 称 为 “绝对 几何 学 ”或 者 叫做 
“几何 基础 7 . 

显然 ， 凡 属 “ 绝 对 几何 学 ”中 的 命题 ， 在 “ 欧 氏 几何 ”、 
“罗氏 几何 ”、“ 黎 氏 几 何 ” 中 都 成 立 .因为 这 种 命题 的 证 
明 ， 既 不 用 欧 氏 第 五 公设 ， 又 不 用 “罗氏 公设 ”， 更 用 不 到 
“ 黎 氏 公设 ”. 如 

定理 ， 若 两 个 三 角形 的 两 边 及 其 夹 角 对 应 相等 ， 则 两 个 
三 角形 全 等 . 

相反 的 ， 超 出 “绝对 几何 学 ”这 一 公共 部 分 外 的 所 有 命 
题 ， 在 三 种 几何 学 〈 欧 氏 几 何 、 罗 氏 几 何 、 黎 氏 几 何 ) 中 都 
是 各 不 相同 的 .例如 
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在 欧 氏 几何 学 中 

定理 ， 三 角形 三 内 角 和 等 于 两 个 直角 . 
在 罗氏 几何 学 中 : 

定理 ， 三 角形 三 内 角 和 小 于 两 个 直角 . 
在 黎 氏 几何 学 中 : 

定理 ; 三 角形 三 内 角 和 大 于 两 个 直角 . 


三 种 几何 ， 到 底 那 个 对 ? 


原来 只 有 欧 几 里 德 几 何 学 ， 由 于 对 第 五 公设 的 刍 论 ， 就 
出 现 了 三 种 几何 .而 且 ， 三 种 几何 学 中 所 得 的 许多 命题 、 定 
义 ， 又 各 不 相同 , 其 至 可 以 说 有 些 命题 是 互相 对 立 的 .在 一 种 
几何 学 中 ， 说 是 小 于 ， 在 另 一 种 几何 学 中 就 说 是 大 于 ， 在 一 
种 几何 学 中 ， 说 是 可 以 引 与 已 知 直线 相 平 行 的 直线 ， 在 为 一 
种 几何 学 中 ， 就 说 不 可 引 . 那 么 ,到 底 那个 对 呢 ? 

这 个 问题 回答 起 来 很 简单 .比如 ， 我 们 要 去 火车 站 ,可 能 
有 好 几 条 路 可 走 .而 且 ， 这 几 条 路 开始 一 段 是 重合 的 , 走 一 段 
距离 后 才 开 始 分 舍 ， 但 不 管 走 向 哪个 岔路 ， 最 后 一 定 都 能 到 
达 火 车 站 .再 如 书桌 、 办 公 桌 、 饭桌， 到底 那 一 个 是 真正 的 桌 
子 .不 言 而 喻 ， 在 第 一 个 例子 中 , 走 哪 条 路 都 对 ， 在 第 二 个 例 
子 中 , 哪 一 个 桌子 都 是 桌子 .通过 这 两 个 例子 说 明 三 种 几何 学 
都 是 对 的 ， 无 可 怀疑 .并 且 , 关 于 这 三 种 几何 学 各 自 所 有 的 命 
题 都 满足 无 矛盾 性 和 完备 性 .这 都 有 严格 的 数学 证 明 . 经 过 长 
期 的 科学 实践 ， 特 别 是 爱 因 斯 坦 的 相对 论 的 产生 ， 进 一 步 证 
实 了 : 在 宇宙 空间 中 (宏观 或 微观 情况 下 》 非 欧 几 何 更 符合 
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于 客观 实际 的 需要 ， 在 日 常生 活 中 或 工农 业 生 产 中 ， 则 欧 氏 
几何 学 更 为 适用 一 些 ， 而 在 地 球 表面 研究 航海 、 航 空 等 问题 
中 ， 则 黎 氏 几何 更 为 方便 ， 

是 的 ， 用 不 着 怀疑 它们 的 正确 性 . 正 是 由 于 非 欧 几 何 跳 
出 了 我 们 所 习惯 的 圈子 ， 它 才 变 成 了 相对 论 里 不 可 缺少 的 一 
个 环节 ,科学 家 和 工程 师 们 如 果 要 研究 有 关 字 测速 度 和 超级 
距离 的 问题 ， 或 者 要 深入 到 原子 、 粒 子 世界 里 面 去 ， 他 就 要 
用 相对 论 来 认识 和 解释 . 罗 包 切 夫 斯 基 有 一 名 名言:“ 去 问 问 
大 自然 吧 ， 它 保有 全 部 的 秘密 ， 一 定 会 把 你 提出 的 问题 回答 
得 相当 满意 的 .” 
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五 ”七 座 桥 的 故事 和 “图 论 


在 讲 七 座 桥 的 故事 之 前 ， 先 向 读者 提 个 问题 . 

假设 一 个 邮递 员 ， 每 次 递送 报刊 杂志 信件 ， 要 走 遍 自己 
投递 范围 内 的 大 街 小 埠 ， 请 问 他 按 怎样 的 路 线 走 ， 走 的 路 才 
能 最 短 ? 

显然 ， 一 个 邮递 员 从 邮局 出 发 ， 走 遍 每 条 街 ， 而 且 不 重 
复 地 一 条 街 只 走 一 次 ， 完 成 任务 返回 邮局 ， 这 是 最 得 的 邮 
路 . 

但 是 ， 这 种 最 短路 线 ， 一 定 
小 找到 吗 ? 答案 是， 不 一 定 . 假 
如 图 5 一 1 是 某 个 邮递 员 的 邮 
路 , 则 最 短 邮 路 是 存在 的 .〈 如 图 
上 上 箭头 所 指 的 路 线 ) 假如 图 5 一 
2 是 某 个 邮 递 员 的 邮 路 .读者 不 
妨 试 验 一 下 ， 无 论 如 何 也 不 能 为 
这 位 邮递 员 选 出 一 条 最 短 邮 路 . 





寸 座 桥 的 故事 和 “一 笔画 ” 


和 这 个 问题 相 类 似 的 ， 有 一 
个 “七 着 桥 的 故事 ”. 在 十 八 世 纪 ， 东 普鲁士 有 个 城市 叫 机 
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尼斯 堡 〈 现 在 属于 苏联 立陶宛 加 体 共 和 国 东 波罗的海 的 海岸 
地 区 ， 现 名 加 里 宁 格 勒 ) .城内 有 一 条 大 河 ， 河 中 有 两 个 小 
岛 ， 全 城 由 七 座 桥 将 河 的 两 岸 和 河中 的 两 个 小 岛 沟通 ，. 如 图 
5 一 3 . 当时 那里 许多 人 热衷 于 一 个 难题 ， 一 个 散步 者 怎样 
能 一 次 走 遍 这 七 座 桥 ， 每 座 桥 只 走 过 一 次 ， 不 能 重复 ， 最 后 
回 到 出 发 地 点 。 这 就 是 有 名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 . 

这 个 题目 似乎 不 难 ， 试 验 起 


B . 
来 也 容易 ， 所 以 ， 谁 都 愿意 试 试 Ee 
YA 


看 ， 但 是 都 毫 无 结果 .于 是 ,有 人 各 YY 。 pa 
就 写 信 给 当时 著名 的 数学 家 欧 拉 A 人 
(1707 一 1783 年 ) ， 经 过 于 百人 的 “A 

失败 ， 使 他 猜想 ， 也 许 那 样 的 走 图 5 一 3 


法 根本 就 不 存在 .1736 年 欧 拉 终于 严格 地 证 明 了 这 个 猜想 是 
对 的 ， 并 且 在 圣彼得堡 科学 院 的 例会 上 ， 专 门 为 解答 这 个 问 
题 作 了 一 次 学 术 报 告 ， 

欧 拉 解决 的 方法 是 ， 把 “七 座 桥 问 题 ” 抽 象 成 一 个 “一 
笔画 ”问题 . 什么 叫 “ 一 笔画 ”问题 呢 ? 就 是 笔 不 离开 
纸 ， 而 且 每 条 线 只 许 画 一 次 ， 不 重复 地 画 出 一 个 图 形 . 

如 图 5 一 4 ,分别 以 C、DD 两 点 表 “3 


示 两 个 小 岛 ,以 4、B 两 点 表示 南北 两 () 和 \ 
岸 ， 每 条 线 都 表示 连接 两 块 陆地 的 一 ， 
座 桥 ， 这 样 ， 就 得 到 一 个 由 四 点 七 线 () 7/ 

组 成 的 几何 图 形 ， 如 果 这 个 图 形 能 一 
笔画 成 ， 那 么 ，“ 七 桥 问题 ”就 能 得 。 
出 肯定 的 答案 . 





a 
i 





我 们 先 来 分 析 “ 一 笔画 问题 ”如 图 5 一 5 ， 都 是 能 一 笔 





图 5 一 5 . 
夯 成 的 图 形 ，A4 点 为 起 点 ，DD 点 为 终点 ，B8、C、EE、 玉 是 交 
点 . 当 线 条 通过 交点 时 ， 都 是 画 进去 ， 再 夯 出 来 〈 我 们 称 为 
交点 和 两 条 线 相 联 ) ， 或 者 是 再 画 进 去 ， 再 画 出 来 〈 我 们 称 
为 这 个 交点 和 四 条 线 相 联 》. 图 5 一 5 三 个 图 中 ， 除 (a) 图 
中 的 起 点 4 和 终点 DD 外 ， 其 余 各 点 都 是 与 偶数 条 线 相 联 . 
如 图 5 一 6 中 的 三 个 图 形 ， 都 是 不 能 一 笔画 成 的 图 形 . 
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图 5 一 6 


容易 看 到 (a) 图 中 ,除了 A、C、 太 、S、G.O 各 点 与 
偶数 条 线 相 联 外 ， 其 余 各 交点 都 是 与 奇数 条 线 相 联 ，(6) 图 
中 和 侦 数 条 线 相 联 的 点 是 4、D、H, P, W、M、N、 
Q. 其 余 各 点 都 是 与 奇数 条 线 相 联 。 (c) 图 虽然 各 点 都 与 偶 
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数 条 线 相 联 ， 但 是 一 个 图 形 分 成 三 个 互 不 联系 图 形 ， 显 然 ， 
不 可 能 一 笔画 出 为 了 叙述 方便 ， 我 们 给 出 下 面 的 定义 : 

若 某 点 与 偶数 条 线 相 联 ， 称 为 偶 点 . 

若 某 点 与 奇数 条 线 相 联 ， 称 为 奇 点 . ， 

这 样 ， 图 5 一 5 中 (a》 图 中 奇 点 个 数 是 2， (6b) 图 、 
(c) 图 中 奇 点 个 数 是 0 .而 图 5 一 6 中 (a》 图 奇 点 个 数 是 
6 ， (5) 图 奇 点 个 数 是 8 ， 欧 拉 正 是 根据 这 样 的 分 析 猜想 
到 ， 凡 能 一 笔画 成 的 图 形 ， 奇 点 的 个 数 不 能 多 余 2 . “七 桥 
问题 ”所 以 使 千 百 万 人 的 试验 失败 ， 也 许 正 是 由 于 这 个 问题 
中 奇 点 的 个 数 是 4 . 但 是 ， 数 学 问题 的 结论 ， 不 能 单 赁 猜想 
或 者 是 如 此 简单 的 分 析 就 能 让 人 信服 的 .因此 ， 要 彻底 解决 
“七 桥 问题 ”， 就 必须 先 将 “一 笔画 问题 ”给 予 严格 的 数学 
证 明 . | 

欧 拉 先 引 入 如 下 几 个 概念 ， 

若 每 条 线 都 有 两 个 相 异 的 端点 ， 由 这 样 有 限 条 线 组 成 一 
个 图 形 ， 叫 做 网 络 .: 这 此 线 天 禾 网 络 的 辕 ， 咏 让 中 人 网 络 的 
顶点 ， 

互相 衔接 的 一 申屠 ， 叫 做 一 下 条 路 . 若 -条 路 是 首尾 相 楼 
的 ， 称 为 闭路 ， i 

若 一 个 网 络 的 任意 两 个 顶 点 才 可 用 一 条 路过 拉 起 来， 
么 ， 这 个 网 络 称 为 连通 的 . 否则， 叫做 不 连通 的， -例如 图 
5 一 6 中 的 《c》 图 就 是 不 连通 的 网 络 . 

网 络 的 顶点 由 于 和 线 相 联 ， 所 以 有 奇 点 和 候 点 之 分 . 视 
有 奇 点 的 网 络 又 叫做 欧 拉 网 络 . 

-有 了 上 述 一 些 概念 后 ， 一 笔画 的 问题 就 可 以 变 为 : 一 笔 
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能 画 成 的 图 形 必须 具备 哪些 性 质 呢 ? 答案 是 这 个 图 形 必须 是 
连通 的 ， 并 日 奇 点 的 个 数 是 0 或 2 ， 反 之 ， 一 个 连通 网 络 的 
奇 点 个 数 是 0 或 2 ， 那 么 ， 这 网 络 必定 可 以 一 笔画 成 .显然 
欧 拉 网 络 就 是 一 个 可 以 一 笔画 成 的 图 形 . 

欧 拉 证 明了 上 述 正 、 逆 定理 后 ， 给 出 一 个 定理 ， 

一 个 网 络 能 够 一 笔画 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 连通 ， 并 且 
奇 点 个 数 等 于 0 或 2， 

人 们 为 了 纪念 欧 拉 ， 就 把 这 个 定理 叫做 欧 拉 定理 ， 

欧 拉 定理 把 一 笔画 问题 解决 得 非常 好 ， 一 方面 它 给 出 了 
充分 必要 条 件 ， 因 而 把 一 笔画 和 非 一 笔画 的 界线 分 得 一 清二 
想 ， 另 一 方面 定理 指出 的 条 件 简单 明了 ， 易 于 验证 ， 用 起 来 
方便 .即使 是 一 个 很 复杂 的 网 络 ， 判 别 它 是 不 是 一 笔画 ， 也 
用 不 了 一 两 分 钟 . 

根据 欧 拉 定 理 可 知 ，“ 七 桥 问题 ”中 有 4 个 栖 点 .所 以 
一 个 人 不 重复 的 走 遍 这 七 座 桥 是 不 可 能 的 ， 如果 只 有 两 个 奇 
点 ， 可 以 从 这 两 个 奇 点 之 一 出 发 ， 不 重复 地 通过 五 个 点 ， 然 
后 到 达 第 二 个 奇 点 ， 这 样 的 路 线 是 存在 的 . 若 一 个 奇 点 也 没 


有 ， 那 未 ， 无 论 从 硅 一 点 出 发 ， 不 重复 地 通过 各 点 又 必然 回 


到 始点 上 . 
De 过 了 许多 年 ， 河 上 又 架 起 了 
SLC ， 第 八 座 桥 一 铁路 桥 (图 5 - 
人 、7 ) .这 座 新 桥 的 建成 ， 使 人 们 
“又 想起 了 那 有 趣 的 问题 .既然 一 
次 走 遍 七 座 桥 不 可 能 ， 那 末 ，- 一 
次 不 重复 地 走 遍 八 座 桥 是 否 可 能 ? 从 图 5 一 8 可 以 如 到 , 这 
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时 奇 点 的 个 数 只 有 两 个 了 《C 点 和 卫 点 ) ， 所 以 ， 一 次 不 重 
复 地 走 遍 各 桥 是 可 能 的 了 .例如 从 口 点 出 发 ， 依 次 走 过 7、 
4、2、1、5、8、6、3 各 桥 而 至 C 点 ， 就 一 次 走 过 于 
八 座 桥 . 但 是 ， 要 回 到 DD 点 仍然 是 不 可 能 的 . 
随 着 时 间 的 推移 ， 又 过 了 许多 
年 ， 了 DD、 之 间 一 座 新 桥 ( 9 号 桥 ) 
又 落成 了 ， 当 然 ， 我 们 又 要 问 ， 一 次 
' ”不 重复 地 走 遍 九 座 桥 ， 是 否 可 能 〈 图 
5 一 9)? 除了 8 号 桥 外 ， 能 否 一 次 
不 重复 地 走 凯 其 余 的 八 座 桥 (图 5 - 
图 5 一 8 10) ? 这 些 问 题 ， 当 读者 知道 了 欧 拉 
的 判别 方法 后 ， 是 非常 容易 回答 的 ， 








图 5 一 9 图 5 一 10 
当 “ 七 座 桥 问 题 ” 解 决 之 后 ， 邮 递 路 线 问 题 也 就 解决 
了 ， 即 要 帮助 投递 员 找到 理想 的 邮 路 的 充分 必要 条 件 是 ， 投 
递 范围 的 街道 是 连通 的 ， 并 且 奇 点 的 个 数 不 超过 2 . 
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一 个 崭新 的 数学 分 支 的 诞生 


显然 ， 欧 拉 花 了 这 么 大 的 精力 ， 不 会 满足 于 只 是 解答 一 
全 “七 桥 问题 ”. 欧 拉 注意 到 了 ， 上 七 桥 问 题 ， 一 笔画 问题 ， 
都 是 一 个 几何 问题 . 然 而 这 种 几何 问题 又 区 别 于 中 学 里 的 
“平面 几何 ”和 “立体 几何 ” .因为 这 种 几何 问题 所 研究 的 
对 象 与 是 直线 或 曲线 ， 长 得 、 大 小 、 面 积 、 体 积 等 性 质 和 数 
量 关 系 都 无 关 ， 它 只 是 着 眼 于 研究 点 线 之 间 的 相关 位 置 ， 或 
者 说 相互 联结 的 情况 .这 样 ， 由 于 欧 拉 的 工作 和 许多 人 的 共 
同 努力 ， 一 个 轿 新 的 数学 分 支 诞生 了 . 当 时 欧 拉 把 这 类 几何 
问题 的 研究 叫做 “位 置 几 何 学 ”. 现 在 一 般 称 为 “图 论 ”. 

对 于 “图 论 ” 可 以 给 出 如 下 定义 : 

在 数学 领域 中 ， 专 门 研究 这 种 由 一 组 点 和 联接 着 点 的 一 
组 线 所 组 成 的 图 的 问题 的 学 科 叫 做 “图 论 >. 它 是 数学 的 一 个 
分 支 ,在 生产 和 科学 研究 中 有 着 广泛 的 应 用 .因为 许多 问题 都 
是 研究 某 一 类 事物 和 它们 之 间 的 某 种 关系 .车 用 点 表示 某 一 
类 事物 ， 用 线 表示 它们 之 间 的 某 种 关系 ， 这 样 ， 就 可 以 把 要 
研究 的 问题 ,抽象 
成 为 由 一 组 点 和 联 
接着 点 的 一 组 线 所 





6 : et Lt 构成 的 图 ， 代 而 可 
C D D Lt C obB F B 中 ， ,A 
E20 了 2 20 2 2 以 用 图 论 的 方法 ， 
(9) (1 使 其 获得 解决 ， 
图 5 一 1 | 例如 ， 用 图 论 
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的 方法 ， 很 快 就 能 帮助 邮递 员 选 出 他 的 最 短 邮 路 ， 

如 他 从 A 地 出 发 可 直接 到 达 B 地 和 C 地 ,用 图 5 一 11 中 
(aq) 图 表示 (图 中 数字 表示 两 地 距离 .再 从 B 地 到 DD 地 和 从 
C 地 到 万 地 或 者 巨 地 的 路 线 用 图 5 一 1100) 图 表示 .这 样 继续 
作 下 去 ， 便 得 到 图 5 一 11 中 (ec) 图 之 网 络 .这 样 ， 我 们 就 很 容 
易 从 网 络 中 发 现 最 短 邮 路 . 即 4->B>D>F>F， 这 条 路 路 
程 之 和 为 17， 其 它 儿 条 路 程 和 为 20、21、26， 都 比 17 这 个 路 
程 远 ， 

象 图 5 一 11 中 的 路 线 图 ， 在 图 论 中 也 叫 “ 树 ”. 它 是 只 
有 联接 线 ， 而 不 组 成 回路 的 图 .“ 树 ”在 理论 研究 上 和 应 用 
领域 里 有 着 十 分 重要 的 用 途 . 化 学 中 有 许多 分 子 结 构 式 就 是 
一 个 “ 树 ”型 结构 .所 以 ， 这 类 问题 就 可 以 采用 图 论 的 方法 ， 
如 饱和 烃 的 分 子 结构 式 就 是 “ 树 ” 型 结构 ， 随 着 饱和 烃 中 碳 
原子 数量 的 增加 ， 它 的 同 分 异 构 体 的 数量 也 大 大 增加 ， 如 果 
用 化 学 方法 ， 一 个 一 个 地 寻找 ， 那 是 十 分 麻烦 的 ,而 用 图 论 
的 数学 方法 就 比较 简单 方便 ， 并 且 还 可 以 画 出 各 种 同 分 异 构 
体 的 结构 图 形 来 .由 于 “ 树 ” 的 结构 简单 易 得 ,因此 在 图 论 的 
研究 中 有 着 特殊 的 地 位 . 当 一 些 新 的 设想 还 没有 被 论证 之 前 ， 
往往 可 以 用 “ 树 ” 来 验证 一 下 ， 看 看 这 些 设想 对 于 “ 树 ” 是 
否 成 立 .用 图 论 的 方法 还 可 以 解决 输电 线 上 最 大 输送 能 力 的 
问题 ,运输 线 上 的 奇偶 点 图 上 作业 的 问题 等 等 ， 

总 之 ， 图 论 的 方法 在 统计 力学 、 理 论 物 理 、 化 学 的 分 子 
轨道 理论 以 及 电子 技术 中 ， 都 有 着 重要 的 应 用 .甚至 在 逻辑 
学 、 语 言 学 的 领域 里 ， 常 用 “ 树 ” 来 表示 句子 的 语 法 结构 ， 

- 图 论 的 广泛 应 用 ， 促 进 了 它 的 发 展 ， 今 天 ， 图 论 已 成 为 数学 
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领域 中 一 个 十 分 活跃 的 分 支 . 这 也 是 一 个 大 有 可 为 的 领域 . 相 
信 不 久 就 会 有 更 多 的 人 向 这 个 领域 大 举 进 攻 ， 并 取得 可 襄 的 
研究 成 果 ， 为 实现 四 个 现代 化 贡献 力量 ， 


勤奋 的 数学 家 欧 拉 


十 面 提 到 的 欧 拉 是 十 八 世纪 杰出 的 数学 家 .他 刻苦 攻读 
数学 ， 研 究 数 学 ， 并 为 数学 的 发 展 贡 献 了 一 生 . 

欧 拉 1707 年 4 月 4 日 生 于 瑞士 的 巴塞 尔 城 ， 他 的 父亲 也 很 
喜爱 数学 . 因此 ， 欧 拉 从 小 就 受到 数学 的 种 陶 。 他 的 第 一 位 
数学 教师 就 是 自己 的 父亲 . 当 欧 拉 还 是 中 学 生 的 时 候 ， 就 经 
常 抽空 到 大 学 里 去 听课 ， 并 且 很 快 就 被 当时 著名 的 数学 教授 
贝 努 里 〈1667 一 1748 年 ) 发 现 并 受到 重视 . 那 时 贝 努 里 教授 对 
欧 拉 的 影 啊 很 大 ， 父 亲 曾 坚持 让 儿子 学 神学 和 语言 学 ， 可 是 
欧 拉 怎 能 对 神学 发 生 兴趣 呢 ? 不 久之 后 ， 欧 拉 就 在 贝 努 里 教 
授 的 指导 下 专门 学 习 数 学 了 . | 

1725 年 ， 刚 满 二 十 岁 的 欧 拉 ， 就 被 贝 努 里 的 两 个 儿子 请 
到 彼得 堡 科学 院 ， 担 任 数学 助教 . 他 在 俄国 住 了 十 六 年 . 
1741 年 又 被 非特 利 二 世 请 到 柏林 科学 院 工 作 ， 这 样 ， 他 又 在 
柏林 住 了 二 十 五 年 .在 这 期 间 ， 他 写 了 几 百 篇 论文 ,还 有 “分 
析 引 论 ”、“ 变 分 学 ”等 巨著 . 这 位 科学 院 的 院士 ， 一 上 生 
几乎 全 部 从 事 基 础 数学 和 应 用 数学 的 研究 . 1766 年 欧 拉 又 由 
于 叶 卡 德 琳 娜 二 世 的 邀请 回 到 俄国 工作 . 这 时 他 已 是 举世 公 
认 的 著名 数学 家 了 . 

由 于 思 沧 和 计算 上 的 过 度 劳 宗 ， 他 的 双 日 相继 失明 了 . 
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但 是 ， 他 从 来 没有 停止 过 科学 研究 工作 . 直到 生命 结束 之 
前 ， 他 还 在 口述 新 的 发 现 ， 让 人 笔录 . 他 在 世 时 发 表 的 著作 
有 530 和 补 之 多 . 1783 年 他 死 后 ， 人 们 又 整理 和 发 表 了 他 的 遗 
稿 ， 并 出 版 了 他 的 全 集 ， 使 他 的 著作 数目 增加 到 886 部 .这 些 
著作 以 题材 面 宽 ， 数 量 多 而 著称 . 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 
(1749 一 1827 年 ) 说 ，“ 读 读 欧 拉 , 这 是 我 们 一 切 人 的 教师 .” 
欧 拉 在 他 那个 时 代 存 在 着 的 每 一 门 数学 中 ， 都 作出 了 重要 的 
贡献 ， 现代 数学、 天 文学 、 物 理学 等 许多 学 科 中 ， 几 十 个 定 
理 、 公 式 和 方法 都 是 以 他 的 名 字 命名 的 . 就 是 身 为 一 个 中 学 
生 也 会 在 三 角 、 几 何 、 代 数 等 数学 课程 中 ， 不 止 一 次 地 遇 到 
欧 拉 的 名 字 . 例如 ， 把 三 角 函 数值 看 成 是 直角 三 角形 中 边 的 
比 的 概念 ， 就 是 欧 拉 给 出 的 . 

欧 拉 对 科学 事业 的 贡献 是 巨大 的 ， 所 付出 的 艰苦 劳动 是 
不 可 斗 量 的 . 他 这 种 刻苦 、 勤 奋勇 于 攀登 的 顽强 精神 非常 什 
得 我 们 学 习 . 


re bee dT wo 让 全 


入 从 “四 色 定 理 ”说 起 


地 图 ， 这 是 每 个 读者 都 熟悉 的 . 但 是 ， 绘 制 一 张大 地 图 
最 少 用 几 种 颜色 呢 ? 这 个 问题 ， 许 多 数学 家 研究 了 百 余年 ， 
才 获 得 解决 ， 它 就 是 著名 的 “四 
色 定 理 ”. 
图 6 一 1 是 表示 某 一 国家 的 

分 省 地 图 , 图 中 虚线 表示 各 省 界 ， 
为 了 使 人 明显 地 区 分 开 各 省 ， 所 
以 地 图 上 都 要 着 色 ， 而 且 要 求 相 
邻 两 省 不 许 用 同一 颜色 . 可见 图 
大 6 一 1 6 一 1 用 两 种 颜色 是 区 分 不 并 
的 ,三 种 颜色 就 够 了 . 4、B、 
C 三 省 各 用 一 色 , DD 省 用 B 省 同样 
频 色 就 行 . 

再 看 图 6 一 2 是 有 A、B、 
C、D、E 五 个 省 分 的 国家， 如 
果 还 用 三 种 颜色 就 区 分 不 开 了 . 
因为 4、E、DD 三 省 或 者 B、E，、 
C 三 省 各 用 一 色 ， 则 其 余 两 省 用 
哪 一 种 颜色 都 与 相 邻 省 分 同色 . 








图 6 一 2 


所 以 ， 三 种 颜色 不 够 用 了 . 
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若是 省 分 较 多 最 少 得 需要 几 种 颜色 才能 区 别 开 呢 ? 

最 先 提出 这 个 问题 的 ， 是 德国 的 天 文学 家 兼 数学 家 获 比 
乌 斯 . 他 在 1840 年 研究 了 这 一 问题 ， 并 且 经 过 大 量 的 试验 ， 
得 到 一 个 猜想 ，“ 无 论 是 多 么 复杂 的 地 图 ， 只 要 用 四 种 不 同 
的 颜色 ， 就 可 以 绘 出 合格 的 彩色 地 图 ，” 茂 比 乌 斯 访问 了 不 
少 地 图 学 家 ， 他 们 按照 自己 多 年 的 实践 经 验 ,， 也 都 同意 茂 比 
乌 斯 的 猜想 . 如 图 6 一 2 ， 有 四 种 颜色 就 够 用 了 ， 

单 凭 经 验 而 没有 经 过 严格 的 数学 论证 的 结论 ， 都 是 不 能 
为 科学 家 所 接受 的 ， 因此， 茂 比 乌 斯 就 想 根 据 数学 的 推理 来 
证 明 这 个 “四 色 定 理 ? ， 然 而， 他 战斗 了 一 生 ， 却 没有 成 
功 . 

1879 年 ， 德 国 数学 家 肯 伯 声明 自己 证 明了 “四 色 定 理 ”， 
并 且 发 表 了 证 明 方 法 ， 可 是 ，1890 年 英国 数学 家 海 胡 特 就 指 
出 了 肯 伯 的 证 法 是 错误 的 ， 海 胡 特 虽然 多 年 研究 “四 色 定 
理 ” 的 和 证明， 但 始终 也 没有 解决 不过， 他 除了 指出 肯 伯 的 
证 法 错误 外 ， 还 严格 地 证 明了 所 谓 “ 五 色 定理 ”， 即 “任何 
一 张 地 图 ， 用 五 种 不 同 的 颜色 便 够 用 了 ”. 他 把 这 个 著名 的 
难题 ， 推 进 到 只 差 一 步 就 可 解决 的 程度 ， 当 然 也 是 很 了 不 起 
的 贡献 . 

“五 色 定理 ”解决 了 ， 可 是 近 两 百年 来 关于 “四 色 定 
理 ” 的 研究 ， 却 毫 无 进展 . 

“1960 年 有 人 证 明了 ， 对 任何 三 十 六 省 (或 国家 〉 以 下 的 
地 图 ，“ 四 色 定 理 ” 恒 成 立 . 

直到 1976 年 ， 美 国 三 个 科学 家 阿 丕 、 哈 肯 和 摩尔 才 最 终 
证 明了 这 个 困难 的 “四 色 定 理 ” .三 个 人 中 有 一 位 是 电子 计 
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算 机 专家 ， 证 明 中 作 了 逻辑 判断 近 100 亿 个 ， 使 用 电子 计算 
机 计算 约 1200 个 小 时 .一 般 的 电子 计算 机 如 我 国 国产 的 709 型 
计算 机 ， 平 均 每 秒 可 以 完成 11 万 次 运算 ， 则 1200 个 小 时 共 进 
行 了 4752 x 103 次 运算 ， 可 见 运 算 量 之 大 是 十 分 惊人 的 . 这 样 
大 的 运算 量 ， 单 先 人 的 脑力 计算 ， 是 难以 胜任 的 . 也 只 有 当 
今 电 子 计 算 机 出 现 后 才能 解决 . 这 就 表明 ， 靠 人 与 机 器 合作 
就 有 可 能 完成 许多 连 最 著名 的 数学 家 至 今 也 束手无策 的 任 
务 . 因此、 这 个 难题 的 解决 ， 标 志 着 人 类 认识 能 力 的 一 个 飞 
跃 ， 大 大 推动 了 以 计算 机 为 基础 的 人 工 智 能 的 发 展 . 

同时 ， 人 类 从 来 就 不 会 满足 于 已 经 取得 的 成 就 . “四 色 
定理 ”解决 了 ，“ 三 色 定 理 ” 能 否 解决 ， 这 又 是 新 的 难题 . 

对 于 任意 一 张 地 图 ， 通 过 观察 所 有 可 能 的 涂 色 条 件 ， 也 
征 能 够 解决 的 . 不 过 又 涉及 到 非常 繁杂 且 又 十 分 庞大 的 数字 
计算 . 如 图 6 一 3 ， 这 张 地 图 只 有 17 个 需要 涂 色 的 区 域 ， 可 
是 涂 色 方案 就 有 3' 约 4300 万 
个 ,不 过 图 6 一 3 确实 可 以 用 三 
种 颜色 来 涂 色 的 ， 当 然 ， 这 个 涂 
色 方 案 大 体 上 是 用 猜测 的 方法 得 
到 的 .如 图 所 示 , 一 系列 (猜测 ) 
涂 色 到 J 区 域 就 中 断 了 ， 因 为 /与 
三 种 不 同 颜色 区 域 都 相连 ， 故 J 
区 域 再 不 能 用 这 三 种 颜色 中 的 任何 一 种 ,但 这 并 不 能 说 明 三 
色 问 题 的 解 不 存在 . 事实 上 ， 当 互 换 玉 区 和 工区 的 颜 色 后 ， 
对 剩 下 的 地 区 继续 进行 一 系列 猜测 涂 色 ， 则 很 快 便 得 到 答 
案 . 当然 ， 这 绝对 不 是 数学 答案 ， 那 么 ， 数 学 答案 是 什么 ? 
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图 6 一 3 


“三 色 定理 ”如 何 解 ? 尚 待人 们 进一步 去 探讨 
“四 色 定 理 ” 的 解决 ， 一 方面 说 明 “ 世 上 无 难 地 ， 只 要 
肯 登 林 ” 的 伟大 真理 ， 另 一 方面 也 说 明 ) 大 力 发 展现 代 计 算 
技术 ， 对 于 我 们 攻占 科学 堡垒 ， 向 四 个 现代 化 进军 是 十 分 重 
要 的 . 电子 计算 机 等 先进 技术 ， 对 于 科学 家 来 说， 如 顺应 
缕 ， 我 们 一 定 使 这 对 翅膀 迅速 丰满 起 来 ， 去 捕 击 科学 的 长 
空 . 
至 于 三 个 美国 科学 家 到 底 是 怎样 证 明 “ 四 色 定理 ”的 ， 
由 于 证 明 过 程 太 复 杂 ， 在 这 里 就 不 装 述 了 ， 
那么 ，“ 四 色 定 理 ? 到 底 是 属于 那个 数学 分 支 的 问题 
呢 ? 这 里 要 介绍 一 下 有 些 读 者 感到 陌生 的 一 个 数学 分 文 一 一 
拓扑 学 . 
拓扑 学 是 “几何 学 ”的 一 个 分 支 . 一 提起 “几何 学 ”， 
在 我 们 的 记忆 中 ， 总 认为 这 是 一 门 度量 的 科学 . 它 的 主要 内 
容 是 计算 长 度 、 角 度 、 面 积 和 体积 ， 同 时 研究 这 些 几 何 量 之 
间 的 关系 .然而 拓扑 学 与 度量 无 关 . 它 是 研究 几何 图 形 在 一 
对 一 的 双方 连续 变换 下 不 变 的 性 质 的 . 这 种 性 质 就 叫做 “ 拓 
扑 性 质 ”. 
在 平面 几何 里 ， 把 一 个 图 形 搬 到 另 图 形 上 ， 若 完全 重 
合 ， 则 这 两 个 图 形 叫 做 全 等 形 . 在 搬 动 时 由 于 有 “ 移 形 公 
理 ” 的 前 提 ， 所 以 图 形 的 大 小 、 形 状 都 是 不 变 的 . 如 果 将 这 
个 移 形 公理 去 掉 ， 即 在 图 形 移动 时 可 以 伸缩 和 变形 ， 这 了 时， 
比较 两 个 图 形 的 线段 、 角 度 、 面 积 的 大 小 就 没有 意义 了 . 而 
拓扑 学 所 考虑 图 形 的 “等 价 ”〈 如 同 平面 几何 学 中 图 形 的 全 
等 ) ， 以 及 在 这 种 “等 价 ” 之 下 有 意义 的 几何 性 质 ， 则 是 另 
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”外 一 种 类 型 的 . : 
先 用 一 个 例子 来 说 明 这 件 事 : 设 和 4BC 与 OO 的 位 置 关 
系 如 图 6 一 4 所 未 〈 这 只 是 为 了 说 起 来 方便 ， 不 是 这 种 位 置 
关系 也 一 样 ， 因 为 它们 都 可 以 伸缩 和 变形 ) . 显然， 在 平面 
几何 里 ， 它 们 不 是 “等 价 ” 图 形 . 
现在 我 们 从 A4BC 内 的 一 点 D 
向 一 切 方 向 引 射 线 , 交 八 4BC 边 
上 于 XX, 交 C(O 于 Y, 令 线段 DX 
按 比例 地 伸 长 (或 缩短 ) 为 DY ， 
则 和信 ABC 边 上 的 各 点 就 与 @®O 上 
点 一 一 对 应 起 来 ， 三 角形 的 周 界 
图 6 一 4 财 恰 好 变 成 了 圆周 ， 这 个 把 三 角 
形变 成 圆周 的 变换 就 叫做 “拓扑 
变换 ”、 这 个 变换 的 特点 是 
(1》 三 角形 周 界 上 的 每 一 个 点 都 对 应 圆周 上 的 一 个 点 ， 
(2) 三 角形 周 界 上 的 不 同 的 两 点 对 应 圆周 上 的 两 点 也 不 





(3) 三 角形 周 界 上 邻近 的 两 点 对 应 圆周 上 的 两 点 也 邻近 
(这 也 叫 连 续 变换 ) ， ， 

因此 ， 在 拓扑 学 里 三 角形 与 贺 是 “等 价 ”的 ， 三 角形 的 
周 界 与 圆周 是 《拓扑 等 价 ” 的 。 从 这 个 简单 例子 我 们 可 以 给 
出 “拓扑 等 价 ”的 定义 车 图 形 4 可 以 经 过 一 个 所 谓 “ 拓 的 
变换 ”变形 到 ， 则 说 4 与 刀 是 “拓扑 等 价 ” 或 称 为 同 胚 > 
直观 一 点 说 ， 如 把 一 个 橡胶 皮球 挤 成 南瓜 样 的 扁 球 ， 或 
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者 搁 成 黄瓜 那样 长 的 长 条 ， 只 要 不 许 斯 破 和 粘连 ， 那 公 ， 扁 
球 和 长 条 都 与 原来 橡胶 皮球 是 “拓扑 等 价 ” 的 . 

拓扑 学 所 要 研究 的 是 拓扑 等 价 图 形 的 公共 性 质 、 所 共有 
的 数量 等 ， 即 所 谓 拓扑 不 变性 质 和 不 变量 . 

曲面 的 可 定向 性 是 直观 上 比较 容易 理解 的 拓扑 〈 不 变 ) 
性 质 . 假 如 取 两 条 细 长 的 纸 条 ABB’ A 和 CDD'C’， 将 44 端 
与 BB’ 端 粘 合 ， 得 环形 带 R， 再 把 CC’ 转 180 与 DD' 粘 合 得 
到 所 谓 茂 比 乌 斯 带 〈 面 ) 好 .如 图 6 一 5 毛 示 .下 面 我 们 做 一 





图 6 一 5 

个 试验 ， 抓 一 个 苍蝇 放 在 R 纸 带 上 走 一 圈 后 沿 着 箭头 指出 
的 方向 ) ， 头 的 方向 和 没 走 时 头 的 方向 一 样 . .这 就 说 明 R 纸 
带 这 个 曲面 具有 可 定向 的 性 质 ， 一 般 称 R 为 双 侧 曲面 . 茂 比 
岛 斯 带 M 这 个 曲面 就 没有 这 个 性 质 ， 同 样 抓 个 苍蝇 让 它 走 一 
图 后 ， 没 走时 腿 是 向 下 面 的 ， 走 一 图 后 ， 腿 变 为 向 上 方向 
了 ， 即 走 到 了 起 点 的 背面 上 了 .所 以 茂 比 乌 斯 带 是 不 可 定向 
的 ， 一 般 称 为 单 侧 曲面 . 

可 定向 的 性 质 是 拓扑 的 不 变性 质 . 可 定向 曲面 不 能 拓 失 
等 价 于 不 可 定向 的 曲面 . 

4 


rm 





拓扑 不 变性 质 不 仅 是 这 一 例 ， 为 了 同 读 者 介绍 什么 是 所 
扑 学 ， 只 介绍 这 最 为 简单 的 一 例 . 

下 面向 读者 再 介绍 简单 的 拓扑 不 变量 的 一 个 例子 . 

假设 在 一 个 橡 胺 球面 上 任意 选 一 些 上 后， 再 用 不 相交 的 线 
将 这 些 点 连接 起 来 ， 当 我 们 将 这 个 球 压 成 南瓜 形 的 扁 球 ， 或 
者 拉 成 黄瓜 形 的 长 条 (当然 还 是 不 许 撕 破 和 粘连 ) ， 我 们 可 
以 想象 出 来 ， 我 们 选 的 点 的 数 且 ， 连 线 的 条 数 以 及 区 域 的 数 
日 都 是 不 变 的 .不仅 如 此 ， 这 些 数 之 间 还 有 一 个 非常 有 趣 的 
关系 .让 我 们 从 一 些 图 形 中 把 这 个 关系 找 出 来 . 





正八 商 体 正二 十 面体 不 规则 多 面体 (“十 怪 体 ”) 
图 6 一 6 五 种 ( 正 ) 多 面体 (只 可 能 有 这 五 种 ) 和 一 个 “古怪 体 ” 
这 样 一 来 ， 上 面 这 个 问题 就 变 成 了 一 个 任意 多 面体 的 
面 、 棱 和 顶点 的 数目 之 间 有 什么 关系 ? 
就 图 6 一 6 中 各 多 面体 的 这 些 数目 我 们 可 以 数 一 数 ， 
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并 记 入 下 表 ， 


] 多 面体 名 称 Wi 面 数 F | E+2 



































| 面 体 4 6 4 8 8 
六 面 体 8 2 6 | 
八 面 体 6 12 8 
二 十 面体 12 0 20 2 














十 二 面体 






从 这 个 表 中 容易 发 现 ， 顶 点 数 广 加 上 面 数 广 与 棱 数 中 之 


差 是 2 ， 而 且 每 一 个 多 面体 都 是 如 此 ， 写 出 公式 形状 ， 即 
V+F-E=2 
不 仅 如 此 ， 你 还 可 以 天 任意 一 个 多 面体 ， 然 后 再 检查 上 述 公 
式 还 是 正确 的 . 可 见 这 个 公式 是 拓扑 学 上 的 一 个 普遍 适用 的 
数学 定理 ， 因 为 这 个 关系 式 并 不 涉及 到 楼 的 长 短 和 面 的 大 
小 . 它 只 涉及 到 各 种 几何 学 单位 〈 顶 点 、 棱 、 面 ) 的 数目 . 
这 关系 式 有 意思 的 还 在 于 这 三 个 量 不 是 同类 量 ， 但 是 ， 
如 此 一 算 却 为 常数 2 .这 个 数 叫做 欧 拉 示 性 数 . 
欧 拉 示 性 数 就 是 一 个 拓扑 不 变量 . 
关于 矿 + ~ 巨 =2 这 个 式 子 是 十 七 世纪 法 国 的 大 数学 家 
笛 卡 儿 最 先 注意 到 的 ， 它 的 严格 证 明 是 欧 拉 作 出 的 . 这 个 定 
理 在 拓扑 学 中 占有 重要 地 位 ， 被 称 为 欧 拉 定理 ， 
如 果 用 s 表 示 一 张 任 意 地 图 的 国家 数 ， 用 ! 表示 它 的 国界 
数 ， 用 pb 表示 顶 点 数 ， 那 么 欧 拉 定理 就 可 以 表示 为 
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s+p=it+2 
并 且 用 归纳 法 加 以 证 明 ， 
证 明 : 关于 地 图 的 国界 数 ! 来 进行 归纳 . 
1. 设 i=0， 那 么 s = 1，p =1， 在 这 种 情形 ， 
s+p=i+2 
显然 成 立 ， 

2. 假设 定理 对 于 有 "条 国境 的 任意 地 图 都 成 立 ， 我 们 来 
考察 含有 i =n+ 1 条 国境 、s 个 国家 和 pp 个 顶点 的 地 图 .有 两 种 
可 能 情形 . 

a) 对 于 地 图 的 任意 两 个 顶点 ， 治 着 地 图 的 国境 存在 唯 

Al 一 的 一 条 连结 他 们 的 路 径 . 在 这 
种 情形 ,地 图 上 一 条 财 线 也 设 有 . 
因而 它 象 图 6 一 7 所 示 的 形式 ， 
同时 s = 1. 我 们 来 证 明 ， 在 这 种 

A ， 地 图 上 至 少 能 找到 一 个 顶点 ， 只 
和 De 具有 一 条 国界 ， 如 图 6 一 7 中 的 顶 
图 6 一 7 ”点 41; 这 种 顶点 我 们 把 它 叫 做 极 
端 顶点 . 若 我 们 取 闻 图 的 任意 一 个 顶点 (不 妨 取 图 6 一 7 中 的 
4 点 )， 如 果 它 不 是 极端 项 点， 那么 它 至 少 是 两 条 国界 〈-4。 
4 和 A，4,) 的 端点 ， 沿 这 两 条 国界 之 一 走 到 它 的 第 二 个 顶 
点 (4 或 者 是 4) .如 果 这 个 顶点 也 不 是 极端 夺 抬 (如 4.) ， 
那么 它 又 是 另外 某 一 国界 (A444s 或 444e) 的 端点 :再 沿 着 
这 两 条 国界 之 一 走 到 它 的 第 二 个 端点 (As 或 者 4。). 以 下 类 
推 . 因为 按照 条 件 ， 地 图 上 没有 闭 线 ， 记 以 我 们 不 能 回 到 任 
何 一 个 以 前 经 过 的 顶点 ， 击 且 根 据 地 图 顶点 数 的 有 限 性 ， 最 
5 他 


A, 








后 一 定 会 走 到 一 个 已 经 是 极端 的 顶点 . 把 这 个 顶点 跟 拿 它 当 
端点 的 那 条 唯一 的 国界 除去 ， 我 们 就 得 到 一 幅 新 的 地 图 ， 在 
这 幅 地 图 上 ， 
1/=1-1=n，S=S=1，b = 力 -1， 
而 且 这 幅 新 地 图 自然 仍 是 联络 的 (所 谓 联 络 就 是 从 点 41、 
人 如、4…4 中 的 每 一 个 点 只 沿 国界 走 ， 都 能 到 过 任意 的 
另 一 点 ) . .根据 归纳 法 的 假设 ， 
s+p’=/’+2, 
由 此 
s+p=/i+2. 
6) 两 个 顶点 存在 一 条 以 上 的 联络 路 径 〈 如 图 6 一 8 )， 
在 这 种 情形 ， 地 图 上 有 一 个 闭 线 经 


和 A， 
AT 过 这 两 个 顶点 . 除 掉 这 个 闲 线 的 一 
人 > < 条 国界 (不 过 顶点 ) ， 我 们 就 得 到 一 
A 





4 人 4。、~A4。 幅 新 的 联络 的 地 图 ， 在 这 幅 地 图 上 
| ~ =1-1=n, p=p, s=s-1, 
4, 

图 6 一 8 按 归 纳 法 的 假设 ， 


stp = +2 
由 此 
s+p=!l+2. 

通过 欧 拉 定理 的 这 个 简单 的 证 明 ， 使 我 们 看 到 ，“ 四 色 
定理 ”所 人 研究 的 问题 是 非 第 有 意义 的 . 这 相当 于 把 每 个 国家 
站 成 是 地 球体 上 的 一 个 面 ， 国 界 相 当 于 面 与 面 衔 楼 的 楼 ， 几 
条 国界 之 交点 相当 于 地 球体 的 顶点 .而 给 这 幅 地 图 涂 色 的 问 
题 就 抽象 为 由 于 面 数 、 棱 数 和 了 顶点 数目 的 不 同 ， 最 少 需要 多 
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少 种 颜色 能 够 区 分 开 的 问题 . 这 显然 与 国界 的 长 得、 国家 版 
图 的 大 小 者 无关， 同时， 也 说 明了 对 “四 色 定 理 ” 的 研究 ， 
推动 了 “拓扑 学 ”的 发 展 ， 而 拓扑 学 的 理论 也 在 “四 色 害 
理 ” 的 研究 中 得 到 了 具体 的 应 用 . 
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七 “你 知道 有 多 少 挛 生 质 数 吗 ? 


由 于 想 知 道 有 多 少 挛 生 质 数 ， 我 们 得 先知 道 ， 什么 是 质 
数 ， 什 么 是 挛 生 质数 ， 质 数 是 怎样 分 布 的 ， 挛 生 质 数 又 是 怎 
样 分 布 的 . 这 样 ， 才 有 可 能 知道 挛 生 质数 的 数目 ,千里 之 
行 ， 始 于 足下 、 我 们 还 得 先 从 数 说 起 . 


有 多 少 个 质数 


远 在 中 古 时 代 ， 就 产生 了 自然 数 的 概念 (当然 ， 那 时 还 
不 知 叫 自然 数 ) .印度 人 对 数学 最 宝贵 的 贡献 之 一 ， 就 是 采 
用 了 符号 “1、2、3、4、5、6、7、8、9、0” 来 记 数 ， 彻 底 
地 完成 了 十 巴比伦 关于 “有 数位 的 记 数 法 ”， 这样 一 来 ， 自 
然 数列 1，2，3，4，5，6，7，、8，9,*… 的 概念 很 快 就 形成 
了 .法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 (1749 一 1827 年 》 曾 对 此 评论 说 ， 
“用 很 少 几 个 符号 ， 表 示 所 有 的 数目 ， 使 符号 不 仅 具 有 形状 
上 的 意义 ， 还 具有 数位 的 意义 . 这 一 思想 是 如 此 自然 ， 如 此 
使 人 容易 了 解 ， 简 直 无 法 估计 它 的 奇妙 的 程度 . 拿 阿 基 米 德 
和 阿波 罗 尼 两 人 来 说 吧 ， 他 们 是 和 欧 几 里 德 同 时 代 的 希腊 数 
学 界 最 伟大 面 最 有 天 才 的 人 ， 但 他 们 两 位 也 没有 想 出 这 样 记 
法 ， 可 见 取 得 这 一 成 就 是 多 么 不 容易 啊 ! ” 

正 是 由 于 得 到 了 “ 数 ” 的 合理 记 法 ， 对 于 数 的 研究 才 呈 
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现 了 一 个 新 的 局 面 . 近 两 千年 ， 尤 其 是 近 百年 来 ， 人 们 时 刻 
都 在 研究 数 的 变化 规律 ， 并 且 已 经 取得 了 辉煌 的 成 就 ， 创 立 
了 一 个 完整 的 数学 分 支 一 “数论”. 众所周知， 自然 数列 
有 着 许多 简单 而 又 十 分 重要 的 性 质 ， 如 数 是 无 穷 多 个 ， 且 无 
最 大 的 数 ， 其 次 自然 数 集合 可 以 按 约 数 的 情况 分 成 三 大 类 ， 
”第 一 类 ，1 ( 约 数 只 有 一 个 ， 即 1 本 身 ) ， 

第 二 类 ， 素 数 〈 约 数 只 有 两 个 ，.， 即 凡是 约 数 只 有 1 和 
它 本 身 ， 而 无 其 它 约 数 的 自然 数 都 称 为 素数 ， 一 般 习 惯 叫做 
质数 . | 

第 三 类 ， 合 数 ( 约 数 多 于 两 个 )， 即 凡是 约 数 多 于 两 个 
的 自然 数 都 称 为 合 数 ， 

1 是 个 非常 特殊 的 自然 数 ， “再 没有 什么 东西 看 起 来 比 
这 个 数量 单位 更 简单 了 ”， 可 是 ，“ 再 没有 什么 比 1 更 多 样 
化 了 ”、 它 继续 自 相 加 下 去 就 可 以 得 出 其 它 任何 整数 ， 1 的 
正 宕 、 负 寡 和 分 数 需 都 等 于 1 本 身 ， 1 是 一 切 分 子 分 母 相等 
( 零 除外 ) 的 一 切 分 数 的 值 ， 0 以 外 的 任何 数 的 零 次 宕 都 等 
于 1 ， 对 数 为 0 的 数 都 等 于 1 ， 观察 1 的 这 些 有 趣 的 特性 ， 
就 不 难 理解 思 格 斯 关于 “1 和 多 是 不 能 分 离 的 ， 相 互 渗透 的 
两 个 概念 ， 而 且 多 包含 于 1 中 ， 正 如 1 包含 于 多 中 一 样 ”的 
论述 . 

欧 几 里 德 证 明了 质数 的 个 数 是 无 穷 多 个 ， 且 无 最 大 者 . 
即 





定理 ， 质 数 的 个 数 是 无 限 的 ， 并 且 不 存在 什么 最 大 的 质 
数 . | 
[证 明 ]， 我 们 用 反 证 法 来 证 明 ， 
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假设 存在 苦 一 个 最 大 的 质数 ， 用 P 来 表示 ， 我 们 考虑 所 
有 质数 的 积 与 1 的 和 ， 即 

2.3.5.7.11.……P+1， 

这 个 数 当然 比 P 要 大 得 多 . 

现在 将 这 个 数 用 任意 一 个 质数 来 除 (注意 我 们 已 经 假设 
PP 是 最 大 的 质数 ).2.35.7.11，…. 了 P+1 这 个 数 是 由 两 部 分 
所 组 成 ， 第 一 部 分 是 所 有 质数 的 积 ， 当 然 可 以 被 任意 一 个 小 
于 P 的 质数 整除 . 第 二 部 分 是 1， 显 然 除了 1 以 外 什么 数 也 
不 能 整除 ， 当 然 任 意 的 一 个 质数 也 不 能 整除 .总 之 这 个 数 不 
能 钻 任 意 质 数 整 除 .这 就 说 明 2.3.5.7.11，…*P+1 这 个 数 ， 
或 者 本 身 就 是 质数 ， 或 者 能 被 大 于 书 的 质数 整除 . 总之， 与 
假设 P 为 最 大 质数 相 了 矛盾 ， 所 以 ， 质 数 是 无 穷 多 个 的 ， 且 无 
最 大 的 质数 . 定理 得 证 . : 

我 们 还 可 以 看 到 ， 除 了 2 以 外 的 所 有 质数 ， 可 以 表示 如 
下 两 种 形状 〈 反 之 不 然 ， 读 者 可 以 验证 ) ， 

5，13，17，…。 可 以 表示 为 4a+ 1 的 形状 . 

3，7，11，… 可 以 表示 为 4n - 1 的 形状 . 

只 有 一 个 质数 2 是 偶数 ， 其 余 的 质数 一 律 为 奇数 ， 因 为 
奇数 被 4 除 时 ， 余 数 只 可 能 是 1 或 者 3 ， 所 以 任何 质数 都 属 
于 这 两 种 形状 中 的 一 种 ， 但 是 ， 并 不 是 任何 4n 土 1 这 种 形状 
的 数 都 是 质数 . 

当 我 们 将 质数 分 为 上 述 两 类 后 ， 这 两 类 质数 的 个 数 各 是 
什么 情况 呢 ? 即 两 类 都 是 无 穷 多 呢 ， 还 是 一 个 有 限 ， 另 一 个 
无 穷 呢 ?两 类 不 会 都 是 有 限 的 这 是 显然 的 . 

答案 是 两 类 都 是 无 穷 多 个 ， 对 于 4n+ 1 这 种 形状 的 质数 
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个 数 ， 证 法 繁 难 ， 这 里 只 就 形状 42 -1 的 质数 是 无 穷 多 的 情 
况 加 以 证 明 . : : 

引 理 : 若干 个 42 + 1 形状 的 数 的 乘积 仍 是 4n+ 1 形状 的 
数 . 

设 有 两 个 此 类 形状 的 数 4m + 1 和 4n+ 1 .两 者 互 滋 得 ， 

(4m+1)(4n+1)=16mn+ 4m+ 4n+1 

=4(4mn+m+n)+1=4K+]1 
其 中 KK = 4mn + m+n 是 表示 整数 的 . 由 此 可见, 两 个 4n+1 
形状 的 因子 乘积 仍然 还 是 4n+ 1 的 形状 ， 取 三 个 、 四 个 … 这 
样 形状 的 因子 相 乘 ， 我 们 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 ， 引 理 的 结 
论 是 正确 的 . 

现在 转 而 证 明 4n - 工 形 状 的 质数 的 个 数 是 无 穷 多 的 . 

假设 42- 1 形状 的 质数 ， 只 有 有 限 人 个， 不妨 设 是 和 个.. 
用 Pl1，P;，*… 了 Pm 来 表示 它们 。 则 考虑 数 

4=4.Pi.P:.P:…Pn- 1 
这 个 数 至 少 有 一 个 4n 一 1 形状 的 因子 ,因为 它 本 身 就 是 4 一 1 
的 形状 . 根据 引 理 ，4n+ 1 形状 因子 的 乘积 仍然 有 4nt+ 1 的 
形状 . 所 以 ， 在 数 4 的 质 因 子 中 间 , 应 该 有 基 一 个 质数 P= 4n 
1 .而 PP 又 不 可 能 是 Pt:，P，,，，Ps*…P nn 中 的 任何 一 个 ,因为 ， 
4 不 能 被 其 中 任何 一 个 整除 ， 这 个 P 是 4n- 1 形状 的 质数 . 因 
而 ， 数 P1，P2…P;, 就 不 能 包括 4n - 1 形状 的 所 有 质 数 ， 而 
这 与 假设 相 矛 盾 . 因此 ，4n 一 1 形状 的 质数 是 无 穷 多 的 ， 

4n - 1 形状 的 数组 成 一 个 等 差 数 列 ， 也 就 是 说 上 述 定 理 
可 以 表示 为 ， 在 等 差 数 列 

3, 7, 11, 15, 19, *， 
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中 包含 着 无 穷 多 个 质数 . 

我 们 不 难 理解 ， 在 首 项 是 1 ， 公 差 也 是 1 的 等 差 数 列 中 
《〈 即 自然 数列 ) 也 包含 着 无 穷 多 个 质数 ， 在 形状 为 44n+ 1 的 
数列 中 也 包含 着 无 穷 多 个 质数 . 

在 十 八 世 纪 末 到 十 九 世 纪 初 ， 德 国 著 名 数学 家 狄 里 克 业 
(1805 一 1859 年 ) ， 在 许多 数学 家 热衷 研 究 各 式 各 样 的 等 差 
数列 中 包含 质数 个 数 的 问题 上 ， 得 到 了 一 个 著名 的 定理 ， 并 
且 完 全 解决 了 这 样 一 个 课题 .他 证 明了 “任何 一 个 算术 级 
数 ， 只 要 首 项 和 公差 是 互 质 的 ， 就 必定 包含 了 无 限 多 个 质 
数 ”. 这 个 定理 不 是 在 初等 数学 范围 内 所 能 解决 的 ， 所 以 这 
里 不 再 证 明 . 


质数 的 奇妙 分 布 


质数 在 自然 数列 中 分 布 的 很 奇妙 ， 许 多 人 一 直 想 找 出 这 
个 分 布 规律 来 .从 公元 前 三 世纪 开始 到 现在 ， 仍 然 没 有 彻底 
解决 . 

公元 前 三 世纪 上 古 希 腊 数 学 家 兼 哲学 家 埃 拉 托 色 尼 ， 为 了 
研究 这 个 问题 ， 提 出 了 一 种 名 叫 “ 过 得 2 的 方法 ， 造 出 了 世 
界 上 第 一 张 质数 表 (就 是 按照 质数 的 大 小 排列 成 表 〉 .他 把 
一 张大 纸 平整 地 蒙 在 一 个 框 子 上 ， 然 后 把 自然 数列 按 其 大 
小 ， 一 个 一 个 地 写 上 去 ， 再 将 合 数 挖 掉 .这 样 一 来 ， 好 象 合 
数 都 被 一 个 第 子 第 掉 了 ,篇 子 里 剩 下 的 都 是 质数 ,如 图 7 一 1， 
这 个 篇 子 好 就 好 在 让 人 们 一 目 了 然 地 看 到 100 以 内 质数 分 布 
的 规律 . 
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个 质数 2 , 3 ,5 , 7 ,而 在 90 到 100 之 间 只 有 1 个 质数 97 .如 采 
要 在 一 张大 的 质数 表 中 还 可 以 看 到 ， 在 997 到 1009 这 两 个 质 
数 之 间 ， 全 部 11 个 数 都 是 合 数 .如 果 再 往 后 看 ， 质 数 分 布 就 
更 稀少 了 . 我 们 甚至 可 以 证 明 ， 有 这 样 一 个 数字 间隔 在 在 ， 
这 个 间隔 中 的 100 个 连续 的 数 ， 完 全 是 合 数 . 

我 们 来 证 明 这 一 事实 .首先 考虑 从 1 到 101 间 所 有 的 整数 
的 乘积 ， 即 ” 

1.2.3.4.5...99.100.101. 
这 是 一 个 很 大 的 数 ( 它 约 等 于 95.105, 也 就 是 比 普 通 的 

“天 文 数 ”要 大 得 多 ) .为 了 书写 方便 ， 我 们 用 字母 4 表示 

这 个 大 数 . 进 而 考虑 数列 z . 

At+t2, At 3, A+ 4, **,At+99,A+100,4A + 101. 
这 是 一 个 由 100 个 连续 整数 组 成 的 数列 .我 们 可 以 断言 ， 这 一 
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百 个 数 全 是 合 数 .为 什么 呢 ? 我 们 不 妨 在 这 里 面 任意 考虑 一 
个 ， 例 如 苍 虑 4+ 37 这 个 数 ， 它 能 被 37 整 除 ， 因 为 4 中 含有 
37 这 个 因数 ， 所 以 4 能 锌 37 整除，44+ 37 中 的 37 显 然 能 被 37 
整除 ， 所 以 4+ 37 这 个 数 就 能 被 37 整 除 ， 于 是 就 证 明了 它 是 
合 数 . 

为 了 进一步 考虑 质数 的 分 布 ， 我 们 可 以 提出 这 样 的 问题 
加 以 讨论 . 即 在 给 定 的 范围 内 质数 所 能 占 的 百分比 有 多 大 ? 
这 个 比值 是 随 着 数 的 增长 而 加 大 呢 ? 还 是 减 小 ? 或 者 近似 为 

常数 呢 ? 

我 们 采用 试验 的 方法 〈 这 种 方法 在 研究 数论 上 是 常用 
的 ， 不 妨 称 之 为 探索 性 思考 法 ) ， 即 通过 查找 各 种 不 同 数值 
范围 内 质数 数目 的 方法 ， 来 解决 这 个 问题 .这 样 我 们 看 到 100 
之 内 有 26 个 质数 ， 在 1000 之 内 有 168 个 质数 ， 在 1000000 之 内 
有 78498 个 质数 ， 在 1000000000 之 内 有 50847478 个 质数 .把 质 
数 的 个 数 除 以 相应 范围 内 的 整数 个 数 得 出 下 面 这 个 表 


数值 范围 | 质数 个 数 | 比率 | 站 下 莽 
| i 


1 一 100 26 0.260 0.217 20 


1 一 1000 168 0.168 0.145 | 16 
1 一 106 . 78498 0 .078498 | 0.072382 8 
1—10°9 50847478 0.050847478| 0 .048254942 5 





从 这 张 表 上 首先 可 以 看 到 ， 随 着 数值 范围 的 扩大 ， 质 数 
的 个 数 相 对 减少 了 .但 是 ,并 不 存在 质数 的 终止 点 . 
“有 没有 一 个 简单 的 方法 ,. 可 以 用 数学 形式 表示 这 种 质数 


~ 
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比值 随 数值 范围 的 扩大 而 减少 的 规律 呢 ? 有 的 .并 且 这 个 有 
天 质数 平均 分 布 的 规律 已 经 成 为 数学 上 最 值得 称道 的 重要 发 
现 之 一 .这 条 规律 又 非常 简单 .就 是 从 1 到 任何 自然 数 必 之 间 
所 含有 质数 的 百分比 ， 近 似 由 入 的 自然 对 数 的 倒数 所 表示 ， 
必 越 大 ， 这 个 规律 就 越 精确 . 

所 谓 自然 对 数 就 是 以 数 e 心 2.718… 为 底 的 对 数 .如 果 对 
这 种 对 数 不 习 惯 的 话 ， 可 以 通过 换 底 公式 变 为 常用 对 数 ， 如 

lgx =0.,43429Inx | 

从 上 表 第 四 栏 中 ， 可 以 看 到 入 的 自然 对 数 的 倒数 ， 把 这 
栏 的 数 和 前 一 搓 即 第 三 栏 比率 中 对 比 一 下 ， 就 会 看 到 ， 两 者 
是 很 相近 的 ， 并 且 扩 越 大 ， 它 们 也 就 越 相 近 . 

有 许多 数论 上 的 定理 ， 开 始 时 都 是 凭 经 验 作为 假设 提出 
的 ， 而 在 很 长 一 段 时 间 内 得 不 到 严格 证 明 . 上 面 这 个 质数 分 
布 定理 也 是 如 此 . 直到 上 个 世纪 来 ， 法 国 数学 家 阿达 母 和 比 
利 时 数学 家 布 散 才 终 于 给 出 了 完整 的 证 明 . 


又 是 一 个 大 难题 


现在 可 以 讨论 本 节 一 开始 时 提出 来 的 问题 了 . 率 生 质数 
到 底 有 多 少 对 .在 质数 表 中 ， 我 们 容易 发 现 另 一 个 规律 ， 即 
许多 相 邻 二 奇数 又 都 是 质数 .例如 ，3 和 5 5 和 7 ; 11 和 
13; 17 和 19; 29 和 31，41 和 43; 59 和 61; 71 和 73; 等 等 .一 
般 地 说 ， 如果 P 和 P+ 2 (P 之 2 ) 都 是 质数 的 话 ， 则 把 已 和 
P+ 2 叫做 挛 生 质数 ， 或 称 质数 偶 . 如 上 述 八 对 训 生 质数 ， 征 
在 数值 范围 为 100 以 内 的 .501 到 600 这 段 数 值 范 围 内 ,只 有 521 
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和 523; 569 和 571 两 对 .当然 ， 只 要 在 质数 表 上 再 往 后 看 ， 还 
可 以 找到 更 大 的 挛 生 质 数 ， 如 5971847 和 5971849 .不 过 ， 可 
以 看 到 这 种 率 生 质数 的 分 布 也 是 极 不 均匀 的 .一 般 说 来 ， 它 
们 的 分 布 也 是 越 来 越 稀少 ， 与 质数 相 比 较 ， 还 要 稀疏 得 多 . 

这 一 发 现 ， 很 早 就 引起 古代 数学 家 们 的 兴趣 ， 并 且 ， 对 
它 提 出 了 一 系列 十 分 不 易 解决 的 难题 ,如 率 生 质数 的 分 布 规 
律 是 什么 ?共有 多 少 对 字 生 质数 ?或 者 说 有 无 最 大 的 一 对 字 生 
质数 等 等 ， 

质数 的 个 数 问题 早已 解决 了 ， 似乎 李 生 质数 的 个 数 问题 
是 不 成 问题 的 .然而 ， 出 乎 所 料 ， 就 是 这 个 率 生 质数 的 个 数 
问题 ， 或 者 说 挛 生 质数 的 个 数 是 否 也 有 无 穷 多 的 问题 ， 数 千 
年 来 都 没有 解决 ， 甚 至 连 解决 这 个 问题 的 途径 都 还 没有 找 
到 .至 今 仍 然 如 此 ， 成 为 当今 数论 中 又 一 个 大 难题 .现今 所 知 
道 的 最 大 的 挛 生 质数 是 76 x 31% - 1 和 76 x 315*+ 1， 这 个 结果 
是 威廉 斯 和 察 思 克 得 到 的 . 

当然 我 们 也 可 以 提出 如 5 , 7 ,11， 这 样 三 个 连续 的 质数 
组 的 问题 (不 炉 叫 做 三 生 质 数 ) 是 否 也 有 无 穷 多 组 ， 分 布 
规律 又 如 何 ? 这 样 的 问题 更 难于 解决 了 .不 过 由 于 高 速 电 子 
计算 机 的 飞速 发 展 ， 计 算 能 力 的 迅猛 提高 ， 相 信 这 些 难题 将 
会 随 着 时 间 的 推移 和 数学 方法 的 改进 ， 一 个 一 个 地 被 解决 
的 . 
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八 “ 哥 德 巴赫 猜想 
只 差 最 后 一 步 


抗日 战争 刚 结束 后 不 久 ， 福 州 市 的 一 个 中 学 “ 英 华 书 院 ” 
来 了 一 位 知识 渊博 、 诲 人 不 倦 的 数学 教师 . 在 数学 课 上 他 给 
学 生 们 讲 了 许多 有 趣 的 数学 故事 ， 有 一 次 ， 他 向 学 生 们 讲 
了 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”的 难题 ， 并 且说 ，“ 自 然 科学 的 皇后 是 
数学 ， 数 学 的 皇冠 是 数论 ，“ 哥 德 巴赫 猜想 ， 则 是 皇冠 上 的 
明珠 .这 些 话 ， 深 深 地 打动 了 学 生 陈景润 的 心 ， 鼓 舞 着 他 立 
志 要 去 摘 取 这 颗 明 珠 . 有 志 者 ， 事 竟 成 ， 经 过 二 十 多 年 的 奋 
战 ， 陈 景 润 已 经 离 拿 下 这 颗 明珠 只 差 一 步 了 ， 那 么 ，. 这 颗 明 
珠 到 底 是 怎么 回 事 呢 ? 

两 百 多 年 前 德国 数学 家 ， 征 得 保科 学 院 院士 哥 德 巴赫 
(1690 一 1764 年 》 ， 曾 以 大 量 的 整数 做 试验 ， 结 果 使 他 发 
现 ， 任 何 一 个 整数 ， 总 可 以 分 解 为 不 超过 三 个 素数 的 和 . 但 
是 ， 他 不 能 给 出 严格 的 数学 证 明 ， 其 至 连 证 明 该 问题 的 思路 
也 找 不 到 . 因此 ，1742 年 6 月 7 日 ， 他 把 这 个 猜想 写 信 告诉 
了 与 他 有 15 年 交情 ， 当 时 在 数学 界 已 享 盛誉 的 朋友 欧 拉 ， 信 
中 说 ，“ 我 想 冒险 发 表 下 列 假 定 ， 大 于 5 的 任何 整数 ， 是 三 
个 素数 之 和 ”、 欧 拉 经 过 分 析 和 研究 ， 在 回信 中 说 ; “我 认 
为 每 一 个 大 于 或 等 于 6 的 偶数 都 可 以 表示 为 两 个 奇 素数 之 
和 ”. 欧 拉 又 进一步 将 这 个 猜想 归纳 为 以 下 两 点 ， 
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(1 ) 任何 大 于 等 于 6 的 偶数 都 可 以 表示 为 两 个 奇 素数 
之 和 . 

《2 ) 每 个 不 小 于 9 的 奇数 都 可 以 表示 为 三 个 奇 素数 之 
和 和， / 
我 们 可 以 利用 一 些 具 体 的 数字 进行 验算 ， 明 显 地 看 到 欧 
拉 上 述 两 个 猜想 的 正确 性 ， 如 


6=3+3 18=11+7 
8=3+5 20=13+ 7 
10=5+5 

12=5+7 48 = 29+19 
14 = 7 十 了 本 帮 全 由 二 让 
16=13+3 100=97+ 3 


以 及 
9=3+3+3 
ii=3+3+t5 
13=3+3+7 


103=23+37+43 
同时 ， 欧 拉 的 两 个 命题 是 有 联系 的 .容易 发 现 ， 第 二 个 
命题 是 第 一 个 命题 的 直接 推论 ， 若 第 一 命题 正确 ， 就 能 非常 
简单 地 推出 命题 二 是 正确 的 . 
因为 ， 假 设 命题 一 正确 ， 我 们 设 奇数 4 之 9 ， 则 
4- 3 之 6 


27. 
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而 且 4- 3 是 偶数 . 

由 命题 一 可 知 ， 必 有 两 个 奇 素数 n1:、1n:， 使 得 

A—-3=ni+n, 
所 以 
A=3 +nit+n, 

因此 ， 命 题 二 是 正确 的 . 

由 此 可 见 ， 命 题 一 的 正确 性 被 证 明了 ，“ 棚 德 巴 赫 猜 
想 ” 也 就 彻底 解决 了 . 

后 来 ， 入 们 就 把 命题 一 简单 地 表示 为 (1 + 1 )， 并 且 称 
为 “ 哥 知 巴赫 一 一 欧 拉 猜想 ” . 

恩格斯 说 : “ 数 是 我 们 所 知道 的 最 纯粹 的 量 的 规定 . 但 
是 它 充满 了 质 的 差异 : ”差异 即 矛 盾 ， 而 矛盾 又 贯穿 于 每 一 
事物 发 展 过 程 的 始终 . 研究 整数 内 部 了 矛盾 的 特殊 性 及 其 相互 
联系 ， 并 非 是 一 种 无 聊 的 游戏 ， 而 是 发 现 整数 之 间 的 联系 与 
规律 的 一 个 重要 方面 . 哥 德 巴赫 问题 就 是 把 素数 与 加 法 运算 
联系 在 一 起 .这样 就 表明 ， 一 个 大 于 2 的 整数 不 仅 可 以 等 于 
几 个 素数 的 连 乘 积 ， 如 4 =2，2，6 = 2。，3，… 而 且 还 
可 以 等 于 少数 几 个 素数 的 和 ， 如 4= 2+2，5=2+3， 
9=3+3+3 等 . 

哥 德 巴赫 问题 所 以 引起 人 们 极 大 的 注意 ， 并 激励 着 不 少 
人 为 解决 这 一 难题 而 备 斗 一 生 ， 其 原因 就 在 于 : 者 解决 这 样 
的 问题 就 必须 引进 新 的 方法 ， 研 究 新 的 规律 ， 从 而 可 能 获得 
新 的 成 果 . 这 样 就 会 丰富 我 们 对 于 整数 论 以 及 整数 论 与 其 它 
数学 分 支 之 间 相 互 关 系 的 认识 ,推动 整个 数学 学 科 问 前 发 展 . 

1900 年 著名 德国 数学 家 希 尔 伯 特 在 国际 数学 会 的 演讲 
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中 ， 把 哥 德 巴赫 猜想 看 成 是 以 往 遗 留 的 最 重要 的 问题 之 一 ， 
介绍 给 二 十 世纪 的 数学 家 们 来 解决 . 1921 年 英国 数学 家 哈代 
在 哥本哈根 召开 的 数学 会 上 说 过 ， 哥 德 巴赫 猜想 的 困难 程度 
可 以 和 任何 没有 解决 的 数学 问题 相 比 ， 二 百 多 年 来 ， 这 个 难 
题 吸 引 了 世界 许多 著名 的 数学 察 ， 付 出 了 艰苦 的 劳动 .虽然 
这 个 问题 至 今 还 没 解决 ， 但 是 进展 很 大 . 十 九 世 纪 数 学 家 
康 托 耐 心地 试验 了 从 2 到 1000 之 内 所 有 偶数 命题 一 一 都 对 ; 
数学 家 奥 倍 利 又 试验 了 从 1000 到 2000 以 内 所 有 偶数 命题 -一 
也 是 对 的 ， 即 他 们 二 人 连续 验证 了 ， 在 2 到 2000 这 个 范围 
内 ， 任 何 大 于 或 等 于 6 的 偶数 都 可 以 表示 为 两 个 奇 素数 之 
和 . : 
在 1911 年 梅 利 又 指出 从 4 到 9000000 之 内 绝 大 多 数 偶数 
都 是 两 个 奇 素数 之 和 〈 即 他 共 验 证 了 449986 个 偶数 命题 一 一 
是 正确 的 ， 只 有 14 个 偶数 他 没 能 验证 出 来 ) 。 后 来 更 有 人 一 
直 验 算 到 了 三 亿 三 千 万 之 数 ， 都 表明 哥 德 巴赫 猜想 是 正确 
的 . 上 述 一 些 数学 家 们 ， 虽 然 做 了 大 量 的 工作 ， 但 都 没有 离 
开 验 算 的 轨道 . 

1923 年 两 位 英国 数学 家 嘉 尔 德 和 立 特 伍德 在 解决 右 德 巴 
赫 问 题 的 探索 中 得 到 新 的 进展 .他们 虽然 设 有 解决 这 个 难 
题 ， 但 是 却 使 这 个 问题 与 高 等 数学 中 的 解析 函数 论 建立 了 联 
系 . 一 方面 为 解决 这 个 问题 搭 了 第 一 座 桥 ， 使 哥 德 巴 赫 问 题 
解决 的 途径 从 验证 阶段 踏 上 了 解析 证 明 的 新 征程 ， 另 一 方面 
在 两 个 不 同 的 学 科 间 发 现 了 微妙 的 联系 ， 从 而 会 引伸 出 许多 
新 的 发 现 ， 为 英 定 新 的 理论 打下 基础 . 

直到 1930 年 ， 这 个 难题 才 有 了 决定 性 的 转折 ， 苏 联 青 年 
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数学 家 西 淫 日 耳 曼 〈1905 一 1938 年 ) 采用 筛 法 和 数列 密度 法 
证 明了 “ 任 一 大 于 等 于 9 的 自然 数 ， 一 定 可 表示 为 不 超过 
300000 个 奇数 之 和 ” (注意 任 一 大 于 9 的 自然 数 ， 上 述 定理 
都 成 立 ， 则 任 一 大 于 9 的 偶数 ， 上 述 定理 当然 也 成 立 ) .这 
个 结果 与 哥 德 巴赫 猜想 相 比 ， 似 乎 非常 滑稽 可 笑 ， 然 而 ， 正 
是 这 个 定理 为 证 明 哥 德 巴赫 问题 找到 了 新 的 方法 . 西汉 日 耳 
曼 感到 要 从 哥 德 巴赫 问题 的 原来 形式 去 证 明 是 徒劳 的 ， 于 是 
提出 一 个 李 生 的 问题 ,在 形式 上 变化 了 ， 复 杂 了 ， 但 在 实质 
上 却 简单 多 了 . 因为， 一 个 能 表示 成 一 百 个 素数 之 和 的 数 ， 
未 必 能 表示 成 三 个 或 二 个 素数 的 和 .可 是 一 个 数 若 能 表示 成 
一 百 个 素数 的 和 的 问题 得 证 ， 就 能 使 一 个 数 表 示 成 三 个 或 二 
个 素数 之 和 的 问题 的 证 明 变 得 容易 了 。 在 数学 上 为 了 证 明基 
个 命题 ， 常 常 需要 把 它 变化 一 下 形式 ， 即 变 成 它 的 等 价 命题 
或 者 是 放 低 要 求 的 命题 .新 命题 证 完 ， 原 命题 立即 得 证 或 者 
容易 证 . 

西 涅 日 耳 曼 提出 ， 是 否 存在 一 个 完全 确定 的 ， 但 又 是 沿 
未 知道 的 整数 (用 C 来 表示 )， 使 任何 自然 数 都 可 表示 成 不 超 
过 C 个 素数 和 的 形状 ? 换言之 ， 不 论 Y 是 怎样 的 自然 数 ， 总 
可 以 将 它 写 成 

N= P+P,+ Pet + pp, 

的 形状 ， 其 中 P， (i= 1,2,*…n) 均 是 素数 ， 而 + 一 定 是 小 于 
C (至 多 等 于 C) 的 整数 . 若 能 证 明 C = 2 ， 那 么 , 哥 德 巴赫 
问题 就 被 证 明了 ， 西 涅 日 耳 曼 开拓 了 这 条 新 路 ， 找 到 了 解决 
老 问题 的 新 方法 ， 受 到 人 们 的 称赞 ， 并 把 C 称 为 西 涅 日 耳 曼 
常数 ， 有 开拓 者 就 有 后 继 人 ， 后 来 又 有 不 少数 学 家 把 C 这 个 
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数 降 到 67， 也 就 是 不 论 怎样 大 的 偶数 ， 都 可 以 表示 为 至 多 是 
67 个 素数 之 和 的 形式 . 如 有 人 将 835042 x 102 和 94 这 样 大 的 
数 ， 进 行 了 判定 ， 结 果 证 明了 它们 都 可 以 表示 为 不 超过 67 个 
素数 之 和 各， 虽然 这 个 问题 离 哥 德 巴赫 问题 的 解决 ,相距 脖 
远 ， 但 是 ， 不 论 一 个 偶数 是 怎样 之 天， 都 可 将 它 表 示 成 为 车 
干 个 素数 之 和 的 问题 已 被 证 明 是 正确 的 . 

1937 年 次 联 另 一 位 数学 家 维 诺 格拉 道夫 ， 把 西 涅 日 耳 曼 
妾 数 义 降 到 4 ， 之 后 又 任 弄 它 自己 创立 的 一 种 新 的 数学 方法 
一 一 估计 指数 和 的 方法 ， 证 明了 : 每 一 个 充分 大 的 奇数 都 一 
定 可 以 表示 为 三 个 奇 素 数 之 和 ， 将 哥 德 巴赫 猜想 的 第 二 个 命 
题解 决 了 ， 正 是 由 于 维 诺 格拉 道夫 创造 了 新 的 数学 方法 ， 解 
决 了 “ 半 个 ”世界 著名 难题 所 取得 的 巨大 成 就 ， 被 授予 社会 
主义 蕉 动 英 维 的 称号 ， 并 获得 了 斯 大 林 奖 金 . 

我 国 对 这 个 问题 的 研究 也 有 很 长 的 历史 ， 并 且 也 取得 了 
不 少 研 究 成 果 ， 做 出 了 很 大 贡献 .这 是 非常 值得 我 们 自豪 的 . 

大 家 非常 熟悉 的 我 国 著名 数学 家 华罗庚 教授 ， 早 在 本 世 
纪 三 十 年 代 就 开始 这 项 研究 工作 ， 并 取得 了 一 定 的 研究 成 
果 . 解放 后 在 华 罗 康 、 闵 遇 稚 两 位 教授 的 指导 下 ， 我 国 一 些 
年 轻 的 数学 家 不 断 地 改进 筛 法， 对 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 ， 取 
得 了 一 个 又 一 个 可 喜 的 研究 成 果 ， 秦 动 了 国内 外 的 数学 界 . 

1958 年 我 国 数学 家 王 元 证 明了 

偶数 = (2+3) . 

1962 年 我 国 数学 家 潘 承 洞 又 取得 : 偶数 =(1+5) 的 可 
喜 成 果 . 

同年 ， 王 元 和 潘 承 洞 又 证 明了 
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偶数 = (1+4) 
一 提 到 哥 德 巴赫 狂想， 广大 读者 一 定 会 想到 陈景润 .这 
位 1953 年 厦门 大 学 毕业 的 我 国 青年 数学 家 经 过 二 十 年 的 刻 若 
锁 研 ， 在 研究 更 德 巴赫 问题 上 ， 有 着 惊人 的 毅力 和 预 强 的 精 
神 . 1965 年 苏联 数学 家 维 诺 格拉 道夫 、 布 赫 斯 塔 勃 和 朋 比 利 
又 证 明了 : 偶数 = (1+3). 这 个 结果 在 当时 已 经 是 很 了 不 起 
的 成 就 了 ， 再 向 偶数 = (1+2) 挺进 ， 已 使 很 多 人 十 分 荡 惧 ， 
然而 ， 陈 景 润 还 是 不 旦 劳苦 地 攀登 着 ,由 于 他 精心 地 分 析 和 
科学 地 推算 ， 不 断 地 改进 “ 旬 法 ”， 大 大 地 推进 了 哥 德 巴赫 
问题 的 研究 成 果 ， 取 得 了 世界 上 领先 的 地 位 ，1973 年 他 终于 
证 明 ， 每 一 个 充分 大 的 偶数 ， 都 可 以 表示 成 一 个 素数 及 一 个 
不 超过 两 个 素数 乘积 的 和 . 即 : 
偶数 = (1+2) . 
若 把 两 个 素数 乘积 变 成 是 一 个 素数 即 ， 
偶数 =(1+1) . 
哥 乱 巴 赫 问 题 一 一 这 颗 和 皇冠 上 的 明珠 就 被 彻底 地 摘 下 来 了. 
陈景润 的 成 就 ， 在 国内 外 引起 了 高 度 的 重视 . 我 国 数学 
家 华罗庚 和 内 吕 和 玲 都 和 曾 高 度 评 价 他 的 研究 成 果 ， 英国 数学 家 
哈 伯 斯 坦 和 西 德 数学 家 黎 希 特 合 著 的 《得 靶 》 一 书 ， 原 有 十 
章 ， 付 印 后 又 见 到 陈景润 的 (1+2) 的 成 果 ， 感 到 这 一 成 就 
意义 重大 ， 特 为 之 添 写 了 第 二 一 章 ， 标 题 叫 做 “ 陈 氏 定理 ”. 
陈景润 二 十 多 年 如 一 日 坚持 解析 数论 的 研究 工作 ， 不 断 
地 取得 可 喜 的 研究 成 果 . 他 把 等 差 级 数 最 小 质数 的 估计 ， 作 
了 显著 的 改进 ; 还 把 前 面 提 到 的 维 诺 格拉 道夫 和 华罗庚 长 期 
研究 解决 的 “三 角 和 估 值 法 ”做 了 圆满 的 改善 : 在 “ 华 林 问 
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多 


题 ”、“ 和 殉 素 数 分 布 问 题 ” 方 面 也 都 作 了 很 多 工作 . 至 今 ， 
他 已 发 表 有 关 论 文 40 多 篇 . 

哥 德 巴赫 猜想 离 彻底 解决 仅 一 步 之 差 了 ,， 但是， 这 即将 
登 上 顶峰 的 最 后 一 步 ， 也 是 极端 困难 的 一 步 ， 不 过 看 到 陈 景 
润 的 研究 成 果 ， 看 到 我 国 数学 才能 卓著 的 年 轻 人 不 断 涌现 ， 
看 到 广大 科学 家 为 攻克 一 个 个 堡垒 而 表现 出 来 的 顽强 毅力 ， 
使 我 们 相信 ， 登 上 顶峰 、 走 完 这 艰苦 的 一 步 ， 肯 定 是 为 期 不 
远 了 . 


九 在 寻找 质数 公式 
的 崎 赋 道 路 上 


普 耶 尔 。 费 尔 马 (1601 一 1665 年 ) 是 个 法 律 学 家 ， 也 是 他 
的 故乡 -一 法 国土 鲁 兹 城 的 著名 社会 活动 家 .尽管 他 是 在 业 
余 时 间 里 研究 数学 ， 可 是 他 的 法 学 才能 远 远 不 如 他 的 数学 才 
能 驰名 .他 在 世 时 设 出 版 过 什么 著作 .他 死 后 ， 他 的 儿子 才 将 
他 的 数学 遗 稿 整理 出 版 . 

费 尔 马 几乎 与 他 同时 代 的 所 有 著名 数学 家 都 有 联系 和 交 
往 . 他 和 笛 卡 几 共 同 英 定 了 “解析 几何 学 ”的 基础 ,和 巴 斯 嘉 
奠定 了 “概率 论 ” 的 基础 .他 最 出 色 的 成 就 ， 还 是 在 “数论 ” 
方面 的 研究 结果 .他 常常 故意 把 一 些 难题 寄 给 熟人 去 做 ,即使 
是 非常 著名 的 数学 家 也 往往 不 能 完成 他 交 给 的 任务 . 

历代 车 名 的 数学 家 们 为 了 寻找 一 个 公式 来 表示 所 有 的 质 
数 ， 不 知 花费 了 多 少 精 力 , 走 过 了 多 少 艰难 曲折 的 道路 . 费 尔 
蕊 在 这 方面 也 不 例外 .他 曾 给 出 一 个 表达 式 : 


F,= 22+ 1. 
并 上 且 断言 当 2”= 1，2，3，… 时 ， 六 ,表示 一 切 质数 . 尼 , 也 
就 是 我 们 在 “分 圆 问 题 ” 中 提 到 的 高 斯 判别 法 中 费 尔 蕊 数 的 
公式 ,经 过 验证 ; 
Fo=2”+1=33 Fae- 2*+1= 8 
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F,= 22+1=17; Fs= 22 + 1 =257; 

F,= 2 + 1 =65537; 
Mn = 0, 1, 2,， 3，, 4 时 ,三 ,确实 都 是 质数 . 费 尔 蕊 也 算 
出 也 = 4294967297 .但 是 ， 由 于 这 个 数 很 大 ， 分解 较 难 ， 


”他 没 加 以 分 解 ， 便 认为 也 是 质数 .于 是 他 就 断言 ,“ 当 nn 是 


任何 正 整 数 时 ,Fn 总 表示 质数 .” 通 常人 们 称 玉 , 为 费 尔 马 数 . 
正 是 由 于 这 位 大 数学 家 一 时 的 疏忽 ,而 得 到 一 个 错误 的 结论 . 
后 来 1732 年 也 是 在 这 个 蝴 岂 道 路 上 行走 的 数学 家 欧 拉 指 出 了 
费 尔 马 的 错误 . 欧 拉 得 到 : 
fs= 2 2 十 1 = 4294967297 = 641 x 6700417 
而 641 是 质数 ， 从 而 费 尔 马 的 断言 被 否定 了 . 
”在 数学 的 许多 方面 建树 功勋 的 欧 拉 ， 在 寻求 质数 公式 
时 ， 也 曾 设想 用 一 个 二 次 三 项 式 ; 
p(n)=n:+n+4l 
来 表示 质数 ， 然 而 也 失败 了 ,不 难 验 证 ， 当 + 等 于 从 1 到 39 所 
有 整数 时 ， 这 个 三 项 式 的 值 都 是 质数 ， 可 是 当 n= 40 时 : 
中 (40)= 40* + 40+ 41 = 1681 = 41’ 
就 是 合 数 了 .和 费 尔 马 一 样 ,也 没 能 给 出 一 个 以 正 整 数 为 自 变 
量 ， 而 函数 值 都 是 质数 的 解析 表达 式 . 
” ”通过 这 两 位 著名 数 学 家 的 教训 ， 使 我 们 看 到 不 完全 明 
| 纳 法 常常 是 不 可 靠 的 . 绝 不 能 根据 对 一 些 特殊 情形 的 判断 , 马 
上 就 过 滤 到 一 般 情形 的 结论 ,并 作为 规律 或 普遍 法 则 .这 样 做 
是 太 骨 险 了 .必须 经 过 周密 的 研究 ， 大 量 的 判断 ,并 且 给 予 严 
格 的 数学 论证 ， 然 后 ， 或 者 成 为 规律 、 法 则 ， 或 者 因为 错误 
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而 钻 否 定 . 所 以 ， 欧 拉 说 的 对 : “简单 归纳 法 会 得 出 错误 的 结 
论 .” 还 有 一 个 说 服 力 更 强 的 例子 ， 试 看 形 如 ， 
中 (xz) =991.1 + 1(2= 1，2，3，…) 
所 表示 的 数 , 我 们 分 别 将 1 ，2 ,3 , 4 ,… 等 自然 数 代 和信 上 
式 ， 所 得 的 数值 都 不 是 完全 平方 数 ， 甚 至 你 花 上 毕生 的 精力 
去 一 个 一 个 地 计算 ， 也 不 会 发 现 例外 .但 是 ,数学 上 却 决 不 允 
许 因 此 而 得 出 p(n) 对 一 切 自 然 数 n 都 不 是 完全 平方 数 .事实 
上 当 z 
n =12,055,735,790,331,359,447,442,538,767 的 时 
候 
Pn) =991.7 十 1 
却 是 一 个 完全 平方 数 . 谁 能 想到 当 n 取 一 个 29 位 的 大 数 而 使 
p(n) 不 为 完全 平方 数 这 一 结论 遭 到 破坏 呢 , 谁 能 有 那么 大 的 
耐性 一 个 数 一 个 数 的 从 1 ， 2 ，…， 一 直 计 *% 取 到 29 位 的 大 
数 去 验算 p(n) 是 不 是 完全 平方 数 呢 ? 
质数 问题 纠 绅 了 人 们 二 千 多 年 .不 少数 学 家 在 这 漫 长 而 
曲折 的 道路 上 ， 刻 车 研究 质数 公式 的 问题 . 费 尔 马 . 欧 拉 两 位 
大 数学 家 虽然 在 寻求 质数 公式 的 崎 虑 道路 上 ， 有 过 人 失败， 但 
他 们 在 “数论 ”的 研究 方面 取得 了 不 少 研究 成 果 , 使“ 数论” 
的 内 容 不 断 丰 富 , 成 为 一 个 强 有 力 的 数学 分 支 . 历 靖 性 尔 马 小 
定理 的 确立 ， 就 是 一 个 例证 . 
为 了 读者 能 顺利 地 了 解 这 个 定理 ， 我 们 先 来 研究 奇数 的 
平方 与 1 之 差 ， 即 表达 式 m* -1 ，【〔〈 其 中 以 为 奇数 ) 
m2—1=(m+t+1)(m-1) 
既然 所 为 奇数 ， 则 上 式 的 右 端 一 定 是 两 个 相 邻 的 偶数 之 积 ， 
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而 且 两 者 之 差 为 (m+ 1)-(m- 1)= 2， 所以， 这 两 个 相 
邻 偶 数 必 定 有 一 个 能 被 4 整除， 而 且 另 一 个 又 是 2 的 倍 
数 .因为 ,如 果 两 个 偶数 中 ， 有 一 个 不 能 被 4 整除 ， 则 它 被 4 
除 时 ， 余 数 一 定 是 2 ， 即 可 写成 4 n+ 2 的 形式 (其 中 1 为 自 
然 数 ) 那么 ， 与 它 相 邻 的 另 一 个 偶数 必 为 42+ 4 或 者 是 4n. 
两 者 都 是 2 的 倍数 .从 而 可 知 ， 无 论 m 为 什么 样 的 奇数 ， 
m? 一 1 总 能 被 2 整除 . 

再 看 任何 数 的 立方 与 此 数 之 差 可 以 被 3 整除 , 即 表达 式 
7 一 m， 可 以 表示 为 ; 

mm=m(m+ 1)(m—-1) 
= (m+ 1 )m(m— 1). 

这 个 式 子 说 明 任 何 自然 数 的 立方 与 此 数 的 差 等 于 三 个 连续 自 
然 数 的 积 . 这 三 个 连续 自然 数 中 ， 至 少 有 一 个 是 偶数 ( 即 能 被 
2 整除 ) ， 也 必定 有 另 一 个 数 能 被 3 整除 .因为 ,三 个 连续 自 
然 数 不 妨 设 为 KR，K + 1 ，K + 2 . 则 第 一 个 数 的 形状 不 是 
大 = 3n， 就 是 KK = 3n+ 1， 或 者 是 氏 = 3n+ 2 (其 中 nn 为 
自然 数 ) .一 个 数 以 3 除 ， 其 余数 只 有 0 ，1 ，2 三 种 情形 . 
如 果 是 第 一 种 情形 ， 即 玉 = 3 n. 则 结论 成 立 ， 如 果 是 第 二 种 
情形 ， 即 KK = 3 n+ 1;, 则 第 三 个 自然 数 KR+2=3n+3， 
就 能 被 3 整除 .如 果 是 最 后 一 种 情形 即 K = 3n + 2 , 则 第 二 个 
自然 数 K + 1 = 3n+ 3 就 能 被 3 整除 .所 以 ， 不论 在 什么 情 
况 下 ， 三 个 连续 自然 数 的 积 一 定 能 被 3 整除 . 

类 似 地 可 以 证 明 ms - 7 也 能 被 5 整除 . (由 于 证 明 较 繁 ， 
这 里 从 略 》 .而 内 -和 则 不 能 被 4 整除 .如 取 和 =2， 
-7=16- 2=14， 就 不 能 被 4 整除 , 综 上 所 述 ,我 们 可 以 
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提出 如 下 两 个 问题 : (1) 当 c 是 怎样 的 一 些 数 时 ,不论 六 是 
怎样 的 数 ，m’ - m 总 能 被 指数 a 整除 ， 而 当 a 是 另外 的 一 些 数 
时 ， 就 不 一 定 能 整除 . 
(2) 三 个 连续 自然 数 的 积 ， 不 仅 能 被 3 整除 ， 而 且 能 被 
6 即 1。2 。3 的 积 整 除 ， 五 个 连续 自然 数 的 积 ， 不 仅 能 被 
5 整除 ， 而 且 能 被 1、2、3、4 和 5 的 连 乘积 120 整 除 ， 能 
不 能 推广 到 一 般 情形 ， 妈 m 个 连续 自然 数 的 积 
Ki:CK+t1)(K+2)(K+m-—1) 
能 外 Q 自 然 数列 头 m 个 连续 数 的 积 
1]。2。3。4。。 (1 一 工 ) 7 
整除 而 无 余数 . 
我 们 先 讨 论 第 二 个 问题 . 学 过 排列 组 合 和 牛顿 二 项 式 定 
理 的 读者 会 发 现 


人 ‘(K+m-1i) 
2 和 ui 3。 “em 1 )m 





这 个 商 数 就 是 等 于 从 天 +m 一 1 个 元 素 中 ,每 次 取 m 个 的 组 合 
数 . 或 者 说 是 (a +6)*1m"! 这 个 二 项 式 展开 式 中 的 m+ 1 项 的 
系数 .所 以 ， 这 个 商 数 当然 是 整数 ， 即 K (K+ 工 ) 和 9( 开 十 二 
- 1) 能 被 1，2 ，3… (m 一 1) m 整 除 而 无 余数 . 

在 讨论 第 一 个 问题 之 前 ， 先 向 读者 介绍 法 国 一 名 女 数 学 
家 苏 韭 ， 日 尔 明 所 得 到 的 一 个 定理 . 

形 如 入 + 4 (其 中 1) 的 任何 数 是 一 个 复合 数 . 

证 明 这 个 定理 是 轻而易举 的 . 


8 十 4 二 名 二 42 十 4 一 442 一 《人 2 十 2)2 一 《290)3 
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= (n+ 2 2n)(n+2+2n) 

=[(n+1)2+ 1j(n+1):— 1]. 
当 ” 为 整数 时 ， 上 式 右 端 两 个 因 式 都 是 整数 ,并 且 当 "之 1 时 ， 
其 中 任何 一 个 式 子 都 不 等 于 1 ， 只 有 当 z= 工时，?:+4= 5 
才 是 质数 .所 以 ， 对 任何 ”> 1 的 自然 数 n* + 4 都 是 复合 数 ， 

在 寻找 质数 公式 的 过 程 中 ， 人 们 就 是 这 样 按照 数 的 表达 
形式 和 它 的 结构 ， 来 判定 这 个 数 是 质数 还 是 复合 数 ， 

1640 年 费 尔 马 回答 了 第 一 个 问题 .他 证 明了 被 后 人 称 之 
为 费 尔 马 小 定理 的 定理 .这 个 定理 成 了 “数论 ”的 基本 定理 之 

费 尔 马 就 是 从 不 论 m 为 什么 样 的 整数 ， 二 项 式 m? - m 能 
被 2 整除 ， 而 和 - mm 能 被 3 整除 ，ms --m 能 被 5 整除 等 等 讨 
论 的 基础 上 得 到 了 下 面 这 个 定理 : 

“不 管 m 是 什么 整数 ， 只 要 p 是 (任意 的 ) 质数 ，m? -mm 
就 能 包 Qp 整 除 .” 
不 过 费 尔 马 不 是 这 样 叙述 的 .容易 看 到 
m? ~ m= m(m? tt — 1). 

当 m 是 p 的 倍数 时， 则 这 个 定理 就 很 显然 成 立 了 .如 果 m 
不 能 被 bp 整 除 ， 在 m 与 p 互 质 时 ， 差 数 m?-! 一 1 应 该 被 bp 整 
除 . 而 费 尔 马 本 人 就 是 这 样 来 叙述 这 个 定理 的 ， 

“如 果 p 是 质数 ， 而 mm 不 能 被 p 整 除 ， 那 么 m?-! - 1 能 被 
整除 .” : 

在 没 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 用 具体 的 数 验 证 一 下 ， 

设 m= 2 ， 当 p= 3 时 ， 则 2?-!-1=3， 这 说 明 23-!- 1 
能 被 3 整除 . 
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当 p = 5 时 ， 则 25-:- 1 =15. 这 说 明 25-:- 1 能 被 5 
整除 | 

当 p = 7 时 ， 则 27-:- 1 =63. 这 说 明 2”!- 1 能 被 7 
整除 ， 

再 取 p =11，13，…， 只 要 是 质数 ,定理 都 成 立 . 但 是 取 
p=9，2” -1=255 它 就 不 是 9 的 倍数 .所 以 定理 中 二 为 
质数 是 一 个 重要 条 件 .下 面 我 们 给 出 这 个 定理 的 证 明 
整除 ， 则 整数 m，2 m，3 m，… 《pp 一 1 ) m, 都 不 能 被 p 整 
除 ， 并 且 被 p 除 时 余数 亦 和 皆 不 相同 ( 若 Km 与 im 当 pp-1 之 K 
二 1 时 m 被 p 除 得 相同 的 余数 ， 则 其 差 

Km-im=(K -i)m 
即 可 被 bp 整除， 但 此 为 不 可 能 , 因 p 为 质数 ,m 不 为 P 的 倍数 ， 
且 KK -i 小 于 p》 .但 因 被 p 除 其 余数 最 多 可 为 1 ，2 ，3,… 
PP 一 1 之 bp -1 个 数 ， 故 
m=qp+ai 
2m = gp t+ Gs 
3m = qsp+ as 
(p~ 1)m= qop-ip+ap-1, 
其 ct，as，as，…ap-1 为 数 1，2 ，…,p - 1 之 一 重新 排列 . 
将 上 述 各 等 式 全 部 连 乘 起 来 得 
[1.2.3.…。。 (p— 1)mPe-1] = (qip + a1) ( qsp + 92) soe 
(gp-1P + 0p-1). 
右 端 各 二 项 式 之 乘积 展开 为 
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Qprli+ Sp 2+e + pt+aid2ap-1, 
其 中 QQ、S、… 均 为 q192… 9z-1! 的 乘积 之 和 .而 
Qpr +opr ?ttp 
项 都 是 PP 的 倍数 ， 所 以 整个 式 子 也 是 P 的 倍数 ， 不 妨 设 为 
Qpr li+Spr ++p=NDp. 
则 原 式 可 表示 为 
L1.2.3…( 旋 一 1 )m?-1]=Np 十 QI 02 dp_1, 
又 Ga ap 1 三 12.3…( 方 一 1)， 所 以 
1:2.3.…… ( 力 --1)(ap 1 一 1)=Np. 
故 ?i2 7! 一 1 可 被 PP 整除 . 亦 即 m? 一 m 可 被 整除 . 
证 法 2， 我 们 用 数学 归纳 法 也 容易 给 出 这 个 定理 的 证 明 ， 
当 m = 1 时 ，m? 一 1=1 一 1 = 0 问题 成 立 . 
设 m 为 任意 整数 ，m?-! 一 1 能 被 bp 整除 .我 们 来 证 明 
(m+ 1)? 一 (m+ 1) 能 被 bp 整除. 由 二 项 式 定理 可 知 


(m+1)?— (m+1) =m? + Pm?-!l+ CY mb? + Ch mb ?+ + 


pmt+1i-m-1 = (mb-m) +pm?!+Cr mt 2+e+ 


C$ 2m2 十 pm. 


但 所 有 的 二 项 式 系数 
Ce - plp—1)(p—-2)*%(p-R+1) 
pT .23.3muk 


都 可 以 被 质数 PP 整除 ， 而 Cy 又 是 一 整数 ， 且 其 分 子 部 分 都 含 


有 因数 p， 而 分 母 部 分 却 不 含有 因数 p， 又 因 为 mp -m 能 被 
p 整 除 ， 所 以 m+ 1)8?- (m+1) 也 能 被 bp 整 除 ， 
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费 尔 马 在 证 明了 这 个 定理 之 后 ， 高 兴 异 常 地 说 ，“ 我 狐 
如 漫 浴 在 阳光 中 .” 他 所 以 高 兴 是 因为 这 个 定理 在 “数论 ”的 
研究 中 ,确实 有 着 重大 的 意义 .难怪 人 们 把 这 个 定理 称 之 为 费 
尔 马 小 定理 . 
我 们 在 前 两 节 和 这 一 节 中 ，、 讲 述 了 有 关 “ 数 论 ” 中 的 一 
些 历 史 著 名 难题 .那么 ，“ 数 论 ” 倒 底 是 一 种 什么 样 的 科学 
呢 ? 它 的 研究 方法 和 研究 的 对 象 又 是 伯 么 呢 ? 有 必要 问 读者 
作 简 单 的 介绍 ， 
“数论 ”就 是 研究 数 的 科学 ,而 且 所 说 的 数 都 是 整数 .在 
广泛 的 意义 上 说 来 ， 是 研究 利用 整数 按 一 定形 式 构成 的 数 系 
“数论 ”的 基本 问题 之 一 ， 是 研究 一 个 数 能 否 被 另 一 个 
数 整除 的 问题 ， 这 就 是 所 谓 可 除 性 理论 ,“ 数 论 ” 中 的 许多 新 
概念 、 新 理论 、 新 方法 ， 不 仅 在 数论 中 有 意义 ， 而 且 在 别 的 
数学 分 支 以 及 其 他 科学 领域 中 也 有 着 重要 的 应 用 .加 “自然 数 
列 是 无 穷 的 ”这 一 概念 对 数学 的 全 部 发 展 ,有 着 巨大 的 影响 ， 
它 反 上 映 出 物质 世界 在 空间 和 时 间 上 是 无 限 的 客观 规律 . 
“数论 ”从 研究 方法 上 考虑 可 分 为 四 个 部 分 ， 即 初等 数 
论 、 解 析 数 论 、 代 数 数论 和 几何 数 js. 
初等 数论 是 不 求助 于 其 他 数学 分 支 而 研究 整数 的 性 质 ， 
例如 已 知 欧 拉 恒等式 
(arz+az+as+a) (br+b?+6s+6:) 
= (Gilpl + asp + asbs + ap)2T (alps ~ arpbi + asp — asb3)? 十 
(Cips — asb1 + Qsbs — Qa204)? + (adibs -GD + ap ~ as0,)? 
可 以 顺利 地 证 明 ， 对 每 一 个 整数 Q> 0 都 可 分 解 为 四 个 整数 
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平方 为 和 和 ， 邵 
QO= xXx:+ y+22+w2 
其 中 x，y，z，& 均 为 整数 .当然 这 个 问题 要 理解 为 找 不 定 方 
所 谓 解析 数论 是 用 微 积分 的 工具 来 解决 “数论 ”问题 
代数 数论 是 研究 代数 数 的 概念 ,所谓 代数 数 就 是 方程 
dX + axr i+ qx 2+ et a_i%+a,= 0 
的 根 . 其 中 a。，a1，…a, 是 整数 . 
几何 数论 研究 的 基本 对 象 是 “空间 格 网 ”， 也 就 是 研究 
坐标 系 中 坐标 都 是 整数 的 点 组 的 数目 .对称 性 和 相关 的 一些 
性 质 .这 个 问题 对 几何 学 和 结晶 学 有 着 重大 的 意义 . 
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十 “ 费 尔 马 大 定理 给 人 们 的 疑 团 


要 知道 费 尔 马 大 定理 ， 得 先 说 说 勾 股 定理 . 

时 在 纪元 前 1120 年 ， 我 国 古代 数学 家 商 高 就 得 到 了 “和 多 
三 股 四 羡 五 ”的 结果 . 我 国 古 算 书 《 周 牌 算 经 》 一 开头 便 提 
到 了 “ 勾 广 三 ， 股 参 四 ， 经 隅 五 ”. 赵 磷 在 该 书 的 注解 中 还 
说 ，“ 策 治 洪水 ， 决 流 和 谍 河 ， 望 山川 之 形 ， 定 高 下 之 势 ， 除 
滔天 之 灾 ， 释 昏 垫 〈 百 姓 ) 之 厄 , 使 东 注 于 海 而 无 浸 道 ( 清 )， 
乃 色 股 之 所 由 生 也 . ”这 本 书后 半 部 分 讲解 《 盖 天 》 说 中 ， 
可 以 看 到 “ 勾 股 定理 ”的 一 般 形 式 ，“ 勾 、 股 各 自 乘 ,并 而 开 
方 除 之 ， 得 〈 弦 ) ”， 即 

c=V as+ 有 2 . 

这 个 定理 当今 被 广泛 地 应 用 着 ， 不 仅 初 等 数学 ， 就 是 高 
等 数学 中 的 一 些 计算 题 和 推理 论证 一 些 定理 时 ， 也 经 常 要 用 
到 . 这 个 定理 在 工农 业 生 产 实践 中 的 应 用 就 更 广泛 了 . 

勾 股 定理 的 发 现 是 我 国 古代 数学 方面 的 辉煌 成 就 之 一 . 

传说 古 逢 腊 的 数学 家 毕 达 哥 拉 斯 公元 前 六 世纪 时 ， 才 证 
明了 这 个 定理 ， 当 时 还 杀 了 一 百 头 牛 表示 庆贺 . 从 此 ， 外 国 
都 把 这 个 定理 叫做 毕 达 哥 拉 斯 定理 当然， 这 是 不 对 的 ， 毕 
达 哥 拉 斯 获得 这 个 定理 的 证 明 ， 比 商 高 最 少 也 要 迟 五 百 多 
年 .所 以 ， 这 个 定理 在 我 国 称 之 为 商 高 定理 ,或 称 勾 股 定 
理 . 现在 我 们 把 它 叙 述 如 下 : 

勾 股 定理 ， 在 任意 一 个 直角 主角 形 中 ， 若 以 x、y 表示 
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re 
一 


二 直角 边 ，z* 表 示 斜 边 ， 则 有 


X%2 十 y2 二 22 (1) 
从 代数 的 观点 来 看 ，(1〉 式 是 一 个 不 定 方程 而 x = 3， 
yy=4，2=5 是 方程 (1) 的 一 组 整数 解 . 2 


古 希 腊 亚 历 山大 里 亚 城 的 数学 家 刁 番 都 (210 一 290 年 ) 在 
他 的 一 本 《算术 学 》 的 著作 中 ， 研 究 了 这 样 一 个 问题 : 从 
“两 个 整数 的 平方 和 ， 等 于 另 一 个 整数 的 平方 ”这 一 点 来 
说 ， 具 有 这 种 性 质 的 整数 是 否 只 有 3 和 4? 答案 是 否定 的 . 
他 证 明了 具有 这 种 性 质 的 整数 有 无 穷 多 组 ， 并 且 给 出 了 求 这 
些 整数 的 一 般 法 则 ， 找 两 个 整数 a 和 6， 使 2a5 为 完全 平方 
这 时 (1) 式 中 x = a + 2ap ， 多 =b+V 2ab0, 2 =a+b 
+V 2ab. 

利用 这 种 方法 ， 我 们 可 以 求 得 一 些 整数 组 满足 (1) 式 .如 
32+ 42=5:, 52+122=13:, 62+8?: = 10?, 72+24: = 252， 
82+ 152= 172，92+ 122= 152，92 + 40? = 41 等， 

人 们 也 把 满足 不 定 方程 x?*+ y? = z? 的 所 有 正 整 数 解 x、 
y、2z 叫做 毕 达 哥 拉 斯 数 .并 且 ， 发 现 了 毕 达 哥 拉 斯 数 的 基本 
性 质 和 求 毕 氏 数 组 的 公式 . 

性 质 1: 设 cl、%、c 是 一 组 毕 达 哥 拉 斯 数 ， 则 Rai、 
局 ;、hcl (是 任意 正 整 数 ) 也 是 毕 氏 数组 ， 

事实 上 ， 由 ai + 61?= cl 可 得 

(Ra1)? + (ROI)? = CRce1)?. 

这 个 性 质 告 诉 我 们 ， 只 要 知道 一 组 毕 氏 数 ， 便 可 得 到 无 
穷 多 组 毕 氏 数 . 但 不 能 由 此 得 到 全 部 毕 氏 数组 . 

性 质 2 ， 若 毕 氏 数 a、5、c 中 任意 两 个 数 都 是 互 质 的 ， 
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则 称 为 互 质 的 毕 氏 数组 .在 毕 氏 数组 a、58、c 中 ， 若 有 两 个 
数 互 质 ， 则 a、b5、c 必 为 互 质 的 毕 氏 数组 . z 
证 明 ， 用 反 证 法 易 证 . 设 毕 氏 数 组 a、b、c 中 a 与 6 互 质 ， 
而 os\\c 不 互 质 . 则 有 a= kat c = kc!， 其 中 名 为 a、c 之 最 大 
公约 数 ， 且 R= 1 . 代入 a*+ 65*=c2 可 得 
(kai): + 62 = (ker)? 
b: = hc? — kal? = k2(c1? ~ G12) 
b 含有 因数 尺 ， 即 a、5b 不 是 互 质 的 ， 与 假设 矛盾 . 
所 以 ，a、c 必 互 质 ， 同 理 可 证 6、c 亦 互 质 ， 即 4a、5、c 为 互 
质 的 毕 氏 数组 . z 
性 质 3 : 互 质 毕 氏 数 组 中 的 a、5、c 不 可 能 同时 为 偶数 
或 奇数 ， 
a、b、c 不 能 同时 为 偶数 是 显而易见 的 . 
车 a、5、c 同 时 为 奇数 ， 即 设 a = 2R + 1 ,5=2n+ 1， 
《RkR、n 都 是 正 整 数 》 代 入 a?: + 5:= ci 得 
(2R+ 1)2+ (2n+1)*= 0c?2, 
c= 4(R2+ntR+n)+2. (w*) 
由 此 可 知 c? 为 偶数 ， 则 c 必 为 偶数 ， 故 c? 必 可 被 4 整除. 但 从 
《*) 等 式 知 c? 被 4 除 余 2 ,了 矛盾 . 故 a.b.c 不 能 同时 为 奇数 . 
除了 得 到 上 述 三 个 性 质 外 ,还 可 推出 求 毕 氏 数组 的 公式 ， 
由 性 质 3 知 毕 氏 数组 a、5、c 不 可 能 同时 为 偶数 或 奇数 . 
所 以 ， 不 妨 设 a 为 奇数 ，6 为 偶数 ， 则 c 必 为 奇数 . 方程 a 
+ b= C2, 可 恋 汶 a*:=c*-6= (c+6)(c—6) 


令 c+b=p c~b=g， 则 c= ,0= 4, 
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一 一 -一 -一 -一 一 一 ”全 


a2= pa. (p> 
a 为 奇数 ，a?: = pq，*。p、9 必 为 奇数 .现在 再 
证 p、9 必 为 互 质 数 . 
假设 p»、g 不 互 质 ， 其 最 大 公约 数 设 为 *, kh 天 1 ， 则 
p= kpi, q= Rkqi 


从 而 c= = th, 


bp=_P-8 -六 一 dp 
2 2  ” 


故 b、c 不 互 质 . 但 这 是 不 可 能 的 . 所 以 p、9 必 互 质 . 
设 p= us q= v2, 其 中 4， 7 互 . 质 ， 有 wu>v. 故 有 


2 _ v2 之 2 
i. Uv 十 了 7 
a= uv, b=, c= 0 


, 2 | 
这 就 是 求 毕 氏 数组 的 公式 ， 利 用 这 个 公式 可 以 求 得 一 些 互 质 
的 毕 氏 数组 ， 
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后 来 ， 在 17 世 纪 初 期 ， 人 们 又 开始 寻找 不 定 方程 
XI + yY3= 28 (2 ) 
和 
Xs+ yt= 24 (3) 
的 整数 解 ， 但 是 ， 作 了 许多 尝试 都 未 能 成 功 ， 这 时 数学 家 费 
尔 马 在 巴黎 买 了 一 本 刁 番 都 所 著 《 算 术 学 》 的 法 译本 ， 他 读 
这 本 书 时 ， 在 书 上 空白 处 写 了 一 段 话 ， 
“x2 + yz = 2z2 有 无 穷 多 组 整数 解 ， 而 形 如 
Xn + yr 2n : (4) 
的 方程 ， 当 n 大 于 2 时， 永远 没有 整数 解 .” 

费 尔 马 有 这 样 一 种 习惯 。 自 己 的 读书 心得 ， 以 及 发 现 的 
定理 或 证 明 ， 就 随便 地 写 在 书页 的 边 上 | ， 关 于 方程 (4) 无 整 
数 解 的 结论 ， 也 是 他 死 后 ， 他 的 儿子 在 《算术 学 》 这 本 书 上 
发 现 的 ， 而 且 还 发 现 费 尔 马 这 样 写 到 ，“ 任何 整数 的 立方 ， 
不 能 分 成 两 个 整数 的 立方 和 ， 任何 整数 的 四 次 方 不 能 分 成 两 
个 整数 的 四 次 方 之 和 ， 或 者 一 般 地 ， 任 意 整 数 的 n 次 方 ， 除 
平方 外 ， 都 不 能 分 成 二 个 整数 的 n 次 方 之 和 ， 我 想 出 了 一 个 
绝妙 的 证 明 方法 ， 但 是 ， 这 页 边 太 窗 ， 不 容 我 将 证 明 写 出 
来 . ”由 这 段 话 可 见 ， 费 尔 马 对 于 方程 (2) 、(3) 、(4) 无 
整数 解 ， 得 到 了 数学 的 证 明 ， 遗 憾 的 是 他 没有 把 证 明 写 出 来 
便 去 世 了 . 

这 个 结论 ， 从 经 验 上 来 看 似乎 是 不 难 证 明 的 . 可 是 ， 当 
费 尔 马 的 儿子 将 此 结论 发 表 之 后 ， 世 界 上 各 国 最 著名 的 数学 
家 们 ， 都 想 尝试 重新 给 出 它 的 证 明 方 法 .出 平 人 们 的 意料 之 
外 ， 时 至 今日 都 没有 成 功 . 在 数学 史上 成 了 一 个 非常 著名 的 
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难题 . 后 来 ， 人 们 都 称 这 个 定理 为 “ 费 尔 马 大 定理 ”. 

在 科学 研究 上 的 失败 ， 从 来 就 不 会 是 徒劳 的 . 正 是 由 于 
许多 数学 家 前 仆 后 继 ， 不 屋 劳 普 地 寻求 这 个 结论 的 证 明 ， 而 
大 大 地 推动 了 数学 的 发 展 . 不 少 人 正 是 由 于 进行 了 这 些 研 究 
工作 ， 而 在 “数论 ”方面 得 出 新 的 理论 和 种 种 新 的 数学 方 
法 ， 

由 于 费 尔 马 未 能 将 该 定理 的 证 明 写 出 来 ， 可 苦 了 后 继 
人 .就 是 善于 计算 ,并 且 攻 克 了 不 少 极端 困难 的 难题 的 欧 拉 和 
阿 贝 尔 ， 也 只 不 过 证 明了 方程 (4) 的 特例 , 即 方程 (2) 和 (3) 无 
整数 解 , 十 九 世纪 德国 著名 数学 家 狄 里 克 菜 (1805 一 1859 年 ) 
证 明了 x+ ys = 25 无 整数 解 .后 来 又 有 人 证 明了 对 于 ”<3000 
的 某 些 数 ， 该 定理 的 正确 性 . 但是， 对 于 ”的 一 切 值 , 既 没有 
证 明 结 论 是 正确 的 ， 也 没有 找到 反例 来 否定 这 个 定理 . 

1914 年 第 一 次 世界 大 战 前 夕 ， 德 国 科 学 院 曾 悬赏 1 万 马 
克 ， 征 求 这 个 难题 的 解答 . 之 后 ， 每 年 都 收 到 大 量 不 正确 的 
解答 ， 有 时 也 收 到 著名 数学 家 的 错误 证 明 的 稿件 .法国 科 学 
院 也 发 表 声明 ， 对 于 证 出 这 个 难题 的 人 要 授予 一 笔 可 观 的 奖 
金 . 结果 ， 依 然 还 是 大 失 所 望 . 

长 期 以 来 ， 费 尔 马 给 人 们 的 颖 图 ， 没 能 得 到 解决 所 人 
人 们 越 来 越 认 为 ， 或 者 费 尔 蕊 根本 就 没有 进行 证 明 ， 或 者 他 
在 证 明 过 程 中 ， 有 什么 地 方 搞 错 了 . 这 个 定理 也 可 能 是 错误 
的 . 但 是 ， 要 想 否 定 这 个 一 般 结 论 ， 只 要 找到 一 个 反例 就 
行 . 即 证 实 确 有 两 个 整数 的 某 一 次 过 “〈 大 于 二 次 需 ) 的 和 等 
于 另 一 个 整数 的 同一 次 寡 就 行 . 不 过 这 个 篆 次 一 定 要 在 大 于 
等 于 100000 的 数目 中 去 找 ，《〈 因 为 ， 现 在 已 经 证 明了 2<n< 
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100000 的 一 切 数 ， 费 尔 马 大 定理 是 正确 的 》 这样， 要 想 从 
否定 方面 解决 这 个 问题 ， 难 度 也 是 非常 大 的 ， 
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十 一 ”当代 著名 的 数学 难题 
-一 和 希 尔 伯 特 问题 


我 们 这 些 生长 在 二 十 世纪 的 人 ， 对 于 二 十 世纪 以 前 世界 
上 所 提出 的 一 些 著 名 数学 难题 ， 以 及 为 解决 这 些 数学 难题 做 
出 巨大 贡献 的 著名 数学 家 ， 应 该 有 所 了 解 ， 而 对 于 本 世纪 的 
著名 数学 难题 ， 以 及 由 于 提出 和 解决 这 些 难题 而 闻名 于 世 的 
数学 家 们 ， 则 更 应 该 了 解 . 所 以 ， 在 这 本 小 册子 里， 向 读 
者 介绍 儿 个 二 十 世纪 数学 难题 的 故事 .从 这 些 故 事 中 ， 可 以 
看 到 ， 旧 的 数学 难题 还 没有 解决 ， 新 的 难题 又 源源 不 断 地 
提出 来 . 然而 ， 正 是 由 于 对 这 些 难题 的 研究 和 解决 ， 才 不 断 
地 产生 许多 新 的 数学 方法 、 新 的 数学 分 支 ， 逐 步 地 丰富 数学 
知识 的 宝库 ， 使 数学 获得 巨大 的 生命 力 ， 不 断 向 着 新 的 高 座 
挺进 .同时 ， 也 造就 出 许多 优秀 的 数学 家 . 


一 次 麦 动 世 界 的 讲演 


二 十 世纪 的 头 一 年 ， 在 巴黎 召开 的 国际 数学 家 会 议 上 ， 
一 位 德国 年 仅 38 岁 的 数学 家 、 德 国 哥 廷 根 大 学 数学 教授 希 尔 
伯 特 ， 发 表 了 一 次 秦 动 世界 的 演说 ,他 指出 ， 跨 进 二 十 世纪 
的 数学 ， 将 沿 着 他 所 发 表 的 23 个 问题 的 方向 发 展 ， 当 时 有 的 
人 佩服 这 位 青年 数学 家 的 胆略 ， 赞 扬 他 能 站 在 数学 发 展 的 最 
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前 沿 ， 大 胆 地 进行 预测 ， 敏 锐 地 作出 科学 判断 ， 然 而 ， 也 有 
人 在 一 边 冷眼 旁观 ， 感 到 这 位 年 轻 人 是 在 说 大 话 吹 和 牛皮， 人 怀 
疑 二 十 世纪 数学 的 发 展 趋势 能 否 被 他 提 的 23 个 问题 所 左右 . 

历史 是 最 好 的 见证 . 至少 二 十 世纪 上 半 叶 ， 全 世界 的 数 
学 家 们 被 这 23 个 难题 所 吸引 着 ， 为 了 解决 这 些 问题 做 了 大 量 
的 研究 工作 ， 使 许多 数学 新 分 支 ， 特 别 是 边 缘 学 科 相继 诈 
生 . 可 以 毫 不 夸张 地 说 ， 这 23 个 难题 成 了 理 个 数学 界 研 究 的 
中 心 课题 . 半 个 多 世纪 以 来 ， 能 解决 希 尔 伯 特 难 题 ， 已 成 为 
当代 数学 家 的 无 上 荣誉 . 1976 年 美国 数学 家 评选 的 自 1940 年 
以 来 ， 美 国 数学 十 大 成 就 中 ， 有 三 项 是 希 尔 伯 特 难 题 中 的 第 
一 、 第 五 、 第 十 问题 的 解决 . 

1975 年 在 美国 的 伊利 诺 斯 大 学 ， 召 开 了 一 次 国际 数学 会 
议 . 数学 家 们 回顾 四 分 之 三 世纪 以 来 ， 对 希 尔 伯 特 的 23 个 难 
题 的 研究 ， 约 有 一 半 以 上 已 经 解决 了 . 其 余 一 少 半 ， 也 都 有 
了 重大 的 进展 . 并 且 ， 这 23 个 难题 至 今 仍 是 数学 家 们 非常 注 
意 的 中 心 之 一 . 

一 个 数学 家 在 一 次 讲演 中 提出 的 问题 ， 能 对 数学 的 发 展 
产生 如 此 入 远 而 深刻 的 影响 ， 这 在 数学 史上 是 独一无二 的 ， 
在 人 类 文明 的 发 展 史 上 也 是 极为 罕见 的 ， 因 此， 和 希 尔 伯 特 被 
称 为 二 十 世纪 数学 发 展 的 代表 人 物 . 

希 尔 伯 特 童年 就 跟着 母亲 学 习 数 学 ， 这 对 他 成 长 为 学 识 
渊博 的 数学 家 影响 极 大 .他 毕业 于 东 普 和 鲁 士 的 窗 尼 斯 颂 大 
学 ， 早 期 研究 代数 不 变 式 论 、 代 数 数 论 、 几 何 基 础 ， 后 来 又 
研究 变 分 法 、 积 分 方程 、 函 数 空间 和 数学 物理 方法 等 . 1885 
年 ， 二 十 三 岁 的 希 尔 伯 特 就 获得 了 博士 学 位 . 1895 年 ， 他 在 
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德国 最 著名 的 科学 教育 中 心 哥 廷 根 大 学 任 数学 教授 .1899 年 ， 
他 出 版 了 “几何 基础 > -- 书 ， 把 欧 几 里 德 几何 学 整理 为 从 公 
理 出 发 的 纯粹 演绎 系统 ， 并 把 注意 力 转 移 到 公理 系统 的 逻辑 
结构 .正如 本 书 第 四 节 所 介绍 的 ， 希 尔 伯 特 成 功 地 建立 起 公 
理化 体系 . 因而 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 》 一 书 也 是 近代 公理 
化 思想 的 代表 作 ， 他 晚年 致力 于 数学 基础 问题 的 研究 ， 是 数 
学 基础 中 形式 主义 学 派 的 代表 人 物 . 

希 尔 伯 特 在 那 次 演讲 中 提出 的 23 个 难题 ， 后 来 统称 为 希 
尔 伯 特 问 题 . 项 尔 伯 特 问题 涉及 数学 知识 的 范围 非 芝 之 三 ， 
理论 也 转 别 深 并 且 大 多 数 是 关于 高 等 数学 中 的 题目 . 这 里 
只 向 读者 介绍 几 个 浅显 的 并 与 本 书 前 儿 闻 有 关 的 题目 . 


合理 不 合理 ， 都 是 相对 的 


为 了 介绍 希 尔 伯 特 第 一 难题 ， 首 先 打 个 比喻 ， 假 设 在 我 
们 面前 放 有 “无 限 多 个 ” 装 有 水 果 的 篮子 ， 要 从 每 个 篮子 里 
取出 一 个 水 果 ， 放 在 一 个 空 筷子 里 ， 如 果 装 有 水 果 的 篮子 是 
有 限 个 ， 这 个 问题 是 显而易见 的 . 由 于 装 有 水 果 的 链子 是 无 
限 多 个 ， 于 是 就 产生 了 这 样 做 是 否 允许 的 问题 .在 数学 上 ,这 
个 问题 的 抽象 提 法 称 为 “选择 公理 ”. 

希 尔 伯 特 第 一 难题 叫做 “连续 统 假设 ”， 意 思 是 相当 于 
间 ， 从 无 限 多 个 篮子 里 各 选 一 个 水 果 的 选择 公理 ， 在 数学 上 
是 否 合理 ? 1939 年 奥地利 数学 家 哥 德 尔 证 明 ， 用 通常 的 集合 
论 公理 ， 不 可 能 推出 选择 公理 是 对 的 .1963 年 美国 数学 家 柯 
四 又 从 另 一 方面 证 明 ， 用 通常 的 集合 论 公 理 ， 不 可 能 推出 选 
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择 公理 是 错 的 .这样 ， 就 产生 了 两 种 针锋相对 的 结论 .并且 ， 
在 承认 推出 “选择 公理 ”是 对 的 基础 上 ， 建 立 起 一 套数 学 理 
论 ， 在 不 承认 推出 “选择 公理 ”是 对 的 前 提 下 ， 也 相应 地 
创立 一 套数 学 理论 . 同时 ， 令 人 惊奇 的 是 两 套数 学 理论 都 
对 ， 都 各 自 成 体系 ， 都 能 自圆其说 ,无 筝 可 击 . 这 犹如 第 四 节 
介绍 的 欧 氏 几何 、 罗 氏 几 何 、 黎 曼 儿 何 三 种 几何 学 都 对 一 
样 ， 只 不 过 是 相对 于 某 一 个 范围 内 应 用 哪 一 种 理论 更 为 精细 
确切 而 已 . 有 关 这 方面 的 研究 ， 随 着 时 间 的 推移 ， 越 来 越 深 
人. 


希 尔 伯 特 难 题 不 一 定 全 是 对 的 


科学 的 问题 来 不 得 半点 碟 假 ， 预 测 的 东西 不 一 定 全 对 . 
尽管 一 个 人 才华 横 溢 ， 也 有 局 限 性 ， 所 提出 的 问题 ， 不 见得 
都 是 百分之百 的 正确 . 希 尔 们 特 是 目光 锐利 、 智 慧 超群 的 数 
学 家 ， 已 被 举世 公认 . 可 是 他 提出 的 第 二 个 难题 ， 业 经 证 明 
是 错误 的 . 不 过 否定 这 个 难题 ， 却 是 经 过 了 极端 艰难 的 过 
程 . 

这 个 难题 是 关于 数学 基础 方面 的 内 容 .在 数学 研究 中 , 越 
是 基本 的 理论 ， 越 难于 证 朋 ， 这 是 众 所 公 认 的 . 这 类 问题 象 
人 类 思维 史上 的 一 座 座高 山 峻 岭 ， 只 有 那些 具备 惊人 的 数学 
才能 和 在 崎 虹 小 路 的 构 登 上 不 睛 劳苦 的 人 ， 才 有 希 望 到 过 险 
峻 的 顶峰 . 

人 们 常常 是 把 经 过 和 干 百 万 次 实践 验证 ， 又 是 最 根本 的 若 
干 命题 作为 公理 . 欧 氏 几何 中 的 定义 、 公 设 或 者 公理 都 是 人 
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们 经 验 的 总 结 ， 是 建立 在 直观 基础 上 的 一 种 抽象 的 具有 “ 自 
明 性 ”的 命题 .在 数学 中 ， 以 较 复杂 的 概念 、 公 理 做 为 基础 ， 
来 推出 其 它 的 定理 或 命题 ,这 种 整理 和 义 述 数学 知识 的 方法 ， 
叫做 公理 化 方法 . 它 是 数学 论证 方法 中 最 常用 的 一 种 .人 们 不 
禁 要 问 : 是 不 是 任何 科学 都 能 用 同一 套 公理 、 定 义 做 基础 
呢 ? 用 一 套 公 理 能 否 推出 数学 里 的 所 有 定理 呢 ? 
希 尔 伯 特 的 第 二 难题 就 是 算术 公理 的 无 矛盾 性 . 他 希望 
异 此 证 明 ， 所 有 的 数学 定理 都 能 由 一 组 公理 推出 来 .这 种 想 
法 很 好 ， 它 会 使 人 易于 掌握 ， 同 时 ， 越 是 抽象 的 理论 ， 应 用 
起 来 越 是 广泛 .然而 ， 这 种 想法 是 办 不 到 的 .严格 的 科学 ， 特 
别 是 非常 精确 的 数学 ， 不 能 赁 想象 决定 对 错 ， 没 有 严格 的 数 
学 论证 是 不 能 下 定论 的 可是， 这 个 难题 的 证 明 ， 难 度 之 大 
是 难以 想象 的 ， 二 十 世纪 过 了 30 多 年 ， 无 论 是 肯定 或 者 否定 
这 个 难题 的 文章 都 没有 问世 ， 甚 至 说 训 无 进展 . 直到 1931 年 
奥地利 数学 家 哥 德 尔 打破 了 和希 尔 伯 特 的 这 一 幻想 ， 成 功 地 证 
明了 任何 一 个 公理 化 系统 中 ， 必 定 有 一 个 命题 不 能 由 这 组 
公理 推出 其 正确 与 否 . 不 少 人 看 到 了 世界 上 第 一 个 人 否定 了 
”* 啦 尔 伯 特 第 二 难题 的 证 明 ， 惊 得 目瞪口呆 .因而 ， 哥 德尔 的 
这 一 成 就 禾 动 了 整个 数学 界 ， 在 数学 的 发 展 史上 留 下 了 重要 
“的 一 页 . . 


由 希 尔 伯 特 猜想 引起 的 问题 


希 尔 伯 特 的 23 个 难题 中 ， 有 一 些 是 关于 数论 方面 的 问 
题 . 如 关于 素数 和 方程 的 正 整 数 解 的 问题 .还 包括 实数 中 有 关 
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代数 数 和 超越 数 的 一 个 猜想 . 
满足 整 系数 代数 方程 的 数 叫做 “代数 数 ”， 加 方程 
x*—4x-3=0 
的 根 xi.:= 2 土 V 7 ， 就 是 两 个 代数 数 . 反之 ， 不 满足 整 系 
数 代 数 方程 的 数 , 称 为 超越 数 ,如 x、e 等 都 是 超越 数 . 

希 尔 伯 特 的 第 七 个 问题 猜想 ， 若 o 是 非 0 非 1 的 代数 数 ， 
B 是 无 理 数 和 代数 数 ， 那 么 of 一定 是 超越 数 . 

这 个 关于 代数 数 和 超越 数 的 猜想 ， 看 起 来 远 远 要 比 哥 德 
巴赫 猜想 容易 解决 . 然而 ,也 是 30 多 年 过 去 了 ,尽管 世界 上 有 
相当 多 的 人 在 研究 这 个 猜想 的 解法 ,还 是 没有 人 能 给 出 证 明 . 

1934 年 ，28 岁 的 办 联 青 年 数学 家 盖 尔 汉 特 终于 给 出 了 严 
格 的 数学 证 明 ， 证 明了 和 希 尔 伯 特 的 这 个 猜想 是 正确 的 . 

项 尔 伯 特 第 七 问题 虽然 解决 了 ， 但 是 由 此 又 引出 了 新 的 
数学 难题 ， 即 若 a 和 PB 都 是 超越 数 ， 那 么 ，a 是 否 一 定 是 超 
越 数 呢 ? ee、e”"、r*、7" 是 否 都 是 超越 数 呢 ? 这 个 难题 在 
希 尔 伯 特 第 七 猜想 得 证 的 基础 上 ， 似 乎 不 难 ， 然 而 ， 至 今 只 
有 e" 是 超越 数 被 证 明 ， 其 它 几 个 是 不 是 超越 数 ， 至 今 没有 解 


决 . 要 想 证 明 这 些 数 是 超越 数 ， 必 须 证 明 它们 都 不 是 整 系数 - ” 


代数 方程 的 根 ,而 突破 这 一 步 并 非 轻而易举 .经 过 40 多 年 的 漫 
长 岁月 ， 不 知 有 多 少 大 胆 的 探险 者 ， 为 解决 这 个 问题 而 苦 思 
冥想 ， 至 今 不 见 分 晓 


中 华 民族 的 骄傲 
希 尔 伯 特 问题 发 表 以 来 ， 全 世界 的 数学 家 们 都 在 进行 研 








究 ， 中 国 的 数学 家 们 也 不 例外 . 
希 尔 伯 特 第 十 六 难题 是 关于 微分 方程 极限 环 的 性 质 . 
1955 年 苏联 科学 院 院 士 彼得 洛 夫 斯 基 发 表 文 章 指出 ， 二 次 代 
数 系统 构成 的 微分 方程 组 (简称 为 E,) ， 其 极限 环 至 多 只 能 
有 三 个 ， 并 宣布 解决 了 希 尔 伯 特 的 这 个 难题 ， 后 来 有 人 发 表 
、， ”文章 指出 他 证 明 中 的 错误 ， 同 时 怀疑 他 提出 的 结论 的 正确 
一 性 .1976 年 彼得 洛 夫 斯 基 又 发 表 文 章 ， 承 认 他 证 明 有 错误 ， 
但 认为 结论 还 是 正确 的 . 
彼得 洛 夫 斯 基 在 世界 上 是 很 有 名 望 的 数学 大 师 ， 特 别 是 
” 对 于 微分 方程 理论 的 研究 ， 做 过 很 大 的 贡献 。 因 而 ， 他 对 着 
和 尔 伯 特 第 十 六 难题 的 看 法 ， 统 治 了 数学 界 达 25 年 之 久 ， 
1979 年 彼得 洛 夫 斯 基 的 结论 ， 被 一 位 中 国 不 出 名 的 研究 
生 推 翻 了 . 中 国 科 技 大 学 的 数学 研究 生 史 松 龄 举 出 了 E, 至 少 
出 现 四 个 极限 环 的 例子 ， 否 定 了 彼得 洛 夫 斯 基 关 于 巨 :至 多 只 
有 三 个 极限 环 的 论断 ,使 得 关于 希 尔 伯 特 第 十 六 难题 的 研究 ， 
经 过 25 年 后 首次 取得 重大 的 进展 . 这 是 一 个 很 了 不 起 的 研究 
- 成果 ， 为 中 华 民族 赢得 了 荣誉 . 


”现在 ， 还 有 许 许 多 多 的 数学 难题 在 向 人 们 招手 ， 相 信 ， 
我 国 广大 的 青少年 数学 爱好 者 ， 会 学 习 前 人 不 县 艰难 险阻 ， 
勇于 攀登 高 峰 的 精神 ， 刻 苦 学 习 ， 打 好 基础 ， 坚 万 不 拔 ， 不 
醉 劳苦 ， 为 数学 学 科 的 发 展 ， 为 现代 科学 的 繁荣 ， 做 出 不 可 
磨灭 的 贡献 . 
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